CORRECTION

ETUDE DE FONCTION, CALCUL INTEGRAL, SUITES

Partie I

X

1- lim e 2 =+oo et lim (x +3)=—o0, donc lim f(x)=—oo.

X ——o0 X——o0 X—>—00
Remarque : cette forme n’est pas indéterminée.

X

- ) ~ R ) ‘
f(x)=3e 2 + 256 2. lime 2=0 et lim Xe ™ =0 (d’apres le cours sur les croissances comparées).

X —>+o0 X =00

On adonc lim f(x)=0.

X—>+o0

2- f est dérivable sur IR, comme produit de fonctions dérivables sur R.

Pour tout réel x,ona: f’(x) = —%(x +1)e7 .

X

Comme pour tout réel x : e 2 >0, on en déduit que f ’(x) est du signe de —%(x +1) donc que f est

strictement croissante sur ]-oo ; -1] et strictement décroissante sur [-1 ; +oo [.

3-

X -00 -1 400
f f(-1
- D~ 0

f(-1)=2e =~ 3,3 o 7 —

0o X
4- 1= I Jxe 2dx se calcule en intégrant par parties :

On dérive la fonction polynomiale (u(x) = x et u’(x) = 1), et on integre la fonction exponentielle

X X

(V(x)=e ? et v(x)=-2¢ 2).
= 0 _X 3 = 3
1= {—2){6 2} —j_3—2e 2dx=—6e2—[4e 2} =—2e?—4.
-3 -3

Pour tout x de [-3 ; 0], f(x) = 0. L aire, en unités d’aire, du domaine défini par les couples (x ; y) tels
que 0 <y <f(x)etx < 0Oestdonc:

X 75 3 73 0 3
A= [Lfodx =[] (crde dx=143] e dx =420+ 3{—2e 2} = _10+4e? en unité d’aire.
\ i ) -3
Compte tenu de ’'unité graphique, ona: A = 31,7 cm?
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5- a) f est continue sur R comme produit de fonctions continues sur R.
f est strictement croissante sur |-co ; -1]. lim f(x)=—- et f(-1) =3,3.
X——o0

3 €]- o ;f(-1)] donc d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation f(x) =3
admet une et une seule solution dans ]-co ; -1].

f est strictement décroissante sur [-1 ; +oo [. f(-1) =3,3 et lim f(x)=0.

3€]0;f(-1)] donc d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, 1’équation f(x) =3
admet une et une seule solution dans [-1 ; +co [.

Comme f(0) = 3, 0 est la solution de I’équation f(x) = 3 dans I'intervalle [-1 ; + oo [. Soit a la solution
non nulle. o € J-o0; -1].

Ona: f(-2)<2,8<3<3,1< f(—% ), et f strictement croissante sur {—2;—%} donc-2<a< % .

b) On déduit des variations de f que :
o Sim> 2\/5 I’équation f(x) = m n’admet aucune solution ;
o Sim= 2\/5 I’équation f(x) = m admet une solution : x =-1;
o Si 2\/5 < m <0 I’équation f(x) = m admet deux solutions ;
o Sim <0 I’équation f(x) = m admet une solution.

Partie 11

1-fx)=3 © B+x) e 2 =3 3+x=3¢? @x=3¢e? -3 & d(x)=x.

X

on multiplie les deux membres par e? qui est non nul pour tout réel x

.. . ) , 32
2- a) O© est dérivable sur IR, car la fonction exponentielle 1’est, et pour tout réel x : ®’(x) = 562 .

X

@’ est dérivable sur R car la fonction exponentielle I’est, et pour tout réel x : ©’’(x) = Ze2.

D (0) = %ez or f(a) =3 donc 3+ ) e 2=3 donc e? :ocT-l-3. On a donc @’ (o) = OCTH.

b) Pour tout réel x, @’ (x) > 0, @’ est donc strictement croissante sur IR.
Pour tout réel x, ®’(x) > 0, ® est donc strictement croissante sur IR.

3- a) Soit x € 1. ® étant strictement croissante sur IR, ®(x) € [D(-2) ; D(a)].
D(-2)=3e"' =3 2-2, et ®(a)=o0 (d apres la question II-1-). On a donc ®(x) € 1.

b) @’ est strictement croissante sur IR, donc pour tout x de [, ®’(x) € [®’(-2) ; D’ (a)].
'(2) = %e*z Lt ooy = &2

,avec -2 <o < —% donc @’(0) < %

En conclusion : —<®’(x) < %

[\)|’—‘[\) —



¢) Pour tout x de I, x < a, donc en appliquant I’'inégalité de la moyenne on obtient :

%(a—x)ﬁf({)'(t)dtﬁ%(a—x) donc: 0 < %(a—x) < (a) — D(x) S%(a—x).

4- a) Montrons par récurrence que la propriété P(n) : « U, € I » est vraie pour tout entier naturel n :
Initialisation : U,=-2 e I donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n = 0. On suppose P(n) vraie, i.e. U, € L. D’apres la question II- 3-a), ®(U,) € 1,

donc U, € I, P(n+1) est donc vraie.
Conclusion : la propriété P(n) est vraie pour n = 0, elle est héréditaire pour tout entier n, elle est donc
vraie pour tout n.

b) D’apres la question II- 3-¢), pour tout entiern : 0 < ®(a) — ®(U,) < %( a-Up.

On a donc pour tout entiern: 0 <o — Upyy < %( o—Upy).

Montrons pas récurrence que la propriété Q(n): «0 <a-U, < (Zj » est vraie pour tout entier
naturel n.

3
Initialisation : Ona Uy=-2 et -2<a< _E donc 0<a-Uy<1. Q(0) est donc vraie.

3 n
Heérédité : Soit n 2 0. On suppose Q(n) vraie,i.e 0<o-U, < (Zj .

3 3.(3Y
D’apres la question II-4-b) ona: 0 <o — Uy < 1 (a-Up< ZX(ZJ . Q(n+1) est donc vraie.

Conclusion : La propriété Q(n) est vraie pour n = 0, elle est héréditaire pour tout entier n, elle est donc
vraie pour tout entier n.

. (3Y .
¢) D’apres le théoréme des gendarmes, comme nlifflm (Zj =0,0na: ,}Eﬂ,(o“ U)=0,

(Uy,) converge donc vers a.

P p
d) (%] <10? < p ln(%] < In(10?). Le plus petit entier p tel que (%] <107 estp=17.

on applique la fonction In, strictement croissante sur ]0 ; +oo [.

U7 = -1,75 qui est une valeur approchée de a a 2. 107 pres.



NOMBRES COMPLEXES

2in 2in

1- a) z, =—1+iv3=2e 3, z, =—1-i\3=2¢ ?, z, =2¢".
b)

2- a) Ze T 2x =3 l\/§=£i+l : on a donc :
z,—-z, =23 2 2
AC
e} _— ZC ZA =
AB |z;,-z,

o (E;E)=arg(zc_zf*j[2n] donc (@;E)=§[2n]

Zg—Zy
Le triangle ABC est donc équilatéral direct.
b) Grace aux formes exponentielles des affixes de A, B et C, on constate que |z A| = |ZB| = |zc| =2.
Le cercle circonscrit au triangle ABC est donc le cercle de centre O, de rayon 2.

Remarque :On peut aussi démontrer ce résultat en notant que le triangle ABC étant équilatéral, le
centre de son cercle circonscrit est aussi le centre de gravité, c’est donc ’isobarycentre des sommets.

Iyt 25t 2¢

Son affixe est donc =0. Le rayon est alors donné par |ZA - Z0| = |ZA| =2.

3a)[,={M(2)/ 2(z+2)+22=0}.

Soit M un point du plan d’affixe z=x + iy ou x et y sont des nombres réels.

Me I, sietseulementsi 4x +x2+y2=0 donc si et seulement si (x +2)?+y2=4.
On reconnait I’équation du cercle de centre € d’affixe -2 et de rayon 2.

b) QA =|z, — 75| =[1+i3|=2 et QB =|z, ~z,|=[1-iv3|=2. AetB sont donc des points de
FZ

4- a) A étant le centre de la rotation, il est invariant par r.
. T . . .
La rotation est de centre A, d’angle 3 donc I'image B’ de B est telle que le triangle ABB’ soit
équilatéral direct. L’image de B par r est donc le point C.
in

Soit C, I'image du point C par la rotation r. z. = e} (2o —2,)+2, =2+ 2iN3.

4



b) L’image du cercle I', par la rotation r est le cercle de centre I’'image de 0, qui a pour affixe
1+i\/§ , et de rayon 2.

5-a) Q est le centre du cercle I',, son image par R est donc le centre du cercle 1", c’est le point O.
Onen déduitque: O=aXx(-2)+b donc que b =2a.

b) z..=az_ +b=2a+b=4a.

c) |ZC.| = |4a| = 4|a| =4. Le point C’ appartient donc au cercle de centre O et de rayon 4.

‘ZC] ‘ = ‘2+ 2i\/§‘ =+4+12 =4. C, appartient lui aussi au cercle de centre O et de rayon 4.



