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Dérivation et fonctions
usuelles

. Dérivée

Définition : Soit f définie sur un domaine D contenant unrivdle [a, b] et telle que f est
définie au voisinage de a.

On appelldaux de variation de f sur [a, b]la valeuri—f :M.
X

b-a
On appelladérivée de f en da valeur, quand elle existéd,'(a) = Em%.
e Tlb)=f'(a)
On appellaérivée seconde de f enla valeur, quand elle existd,"(a) = le?.

On peut ainsi, quand c’est possible définir lesvéés a tous ordres aved¥®) = (“V)'(a).

Remarques :

i) On aégalement '(a) = IhlrrgJ

i) (x") =nx"!

f(a+h)—- f(a
h

iii) La dérivée mesure la pente de la courbe erax Eéquation de la tangente a la courbe en
aest:y="f(a).(x—a) + f(a).

iv) Six = f(t) correspond a une équation de mauneet, alors f'(t) sera la vitesse de
déplacement, le taux de variation sera kesgé moyenne et la dérivées seconde
I'accélération.

Proposition :
Soient f et g dérivables en a.

(f+9)(a)=F(2)+g'(@
(.9)(@) = f(2).9(2) + f(2).g'(a)
H (a)= 1 @0~ {(Ag(3

g (9(a))
(f(u(2)’ = u'(@).f(u(@)

Jacques Delfaud
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Il. Fonctions usuelles

1. Fonction In

Définition : on appelle logarithme népérien et on note In lmjtive sur R’, de la fonction

X = qui s’annule en 1 : OxOR,,Inx :I;%dt
X

Propriétés :

la fonction In est dérivable suR’, et O xO R’ , In’(x) = 1
X

In est strictement croissante SR
OabdR, , In(ab) =Ina + |n|b

X
x>0,y >0, In%:-lnx , In—=Inx—Iny
X y
nOZ, InX'=nInx

) ) . In(1+x
Iim InXx =+ limInx = - Ilmgzl
X-0

X — +0o X -0 X

u étant une fonction dérivable sur un intervalled,s’annulant pas sur |,

L u
In|u| est dérivable sur I et (In|u])—=
u

2. Fonction exp

Définition :

La fonction In est continue et strictement craige deRR, sur R donc établit une

bijection deR’, surR et admet une bijection réciproque définieRlesur R,
appeléefonction exponentielle et notéeexp :

y=exp(x) _ |X= In(y)
xOR yOR,

- Jacques Delfaud -
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Remarque :
En notant e le réel exp(1) on obtientl: L&, exp(n) = (el 2,718).
Par convention on note alor§lx O R, exp(x) = &.
exp est appelée fonction exponentielle de base e.

Propriétés :
« Ox,yOR, €7=¢g¢.
. OxyOR, & =1 =5 et Dz, &= (@)
€

» expestdérivablesilR et O xJR exp'(x)=E¢.
e exp est strictement croissante ®ir
X
. . . -1
e lim €=+ 0 ; lim e =0 ; lim £ =1.

X — +00 X - —00 X -0 X

3. Fonctions circulaires

Définition :
Soient (O, i, j ) un repére orthonormé direct du plan orienté ustel le cercle de

. o -
centre O et de rayon 1. Soient M un point de C etR tels que x ={, OM) en
radians. On appelleosinusdu réel x I'abscisse de M dans (O, j ) etsinusde ce

réel 'ordonnée de M.
On définit ainsi deux fonctionstpériodiques suiR notées cos et sin

Propriétés :

. sinx
. im —— =1
X-0 X

* Les fonctionssin et cos sont continues et dérivablesRur
. . n 1l .
e [OxOR, sin’(x) = sin(x +§) = cos(x) et cos’(x) = cos(x 45) = - sin(x).

» La fonction sinus est impaire et la fonction cosiest paire.

- Jacques Delfaud -
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Définition :
sinXx
COSX

La fonction tangenteest définie suiR \{g +kn,k OZ}par tanx =

Propriétés :
e tan est impaireT-périodique.
e tan est continue et dérivable sur tout intervalleebe est définie.

« OxOR \{g+le,kDZ} tan'(x) = 1 + tafi x =

2

cos?x
Représentation graphique
J 4
3
23
1]
' 1

Remarque :

Soient OAB un triangle rectangle en Aet AOB.
Soit M(x, y) sur C(O, 1) tel que x =ces ety = sina .

OA
X:COSOZZT

OA OB AB . AB
=om = v 7 |y=sina=—

Thm de Talles —
x OM y

D’ou la formule magique :soh cah toa

Jacques Delfaud -
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I1l. Développement limité

Définition : Soient f et g deux fonctions définies sur un w@ige V d’un point a.

Si lim # =0 ondit que f estégligeable devantg au voisinage de a et on ndte 0,4(Q).
x-a g(X
R 1 6] . A . -
Si Ilm(— =1 on dit que f esttquivalente ag au voisinage de a et on nbte g.
X—a g X a
Exemple:

au voisinage de :  sin > p alorsh o(xX")
au voisinage de 0 : nsip alors X= o(X)
sin X X

Exemples usuels

2
X
Au voisinage de 0 : sin XJ x tan xOIx 1- cos x—

2
In(1+x) Ox &-10x

Si P(x) =, x"+...+a, X" avecn=m a, Z0et & %0,

alors P(X) ~ g, X et P(x)g a, X"

Définition : (DL au voisinage de a a I'ordre n)

Soit nON, | un intervalle deR tel que &l , f OR'. On dit que f admet uéveloppement
limité au voisinage de a a I'ordre nque I'on le note Di(a), si :
Pour tout x voisin de a ,

f(x) =0+ 01 (X—a) + ...+ a, (x—af + o((x — aY)) avec (..., o) DR ™
L'expressionag +a; (x —a) + .. .+ a, (x — a) s'appelle partie réguliere du RXa) de f.

Théoréme de Taylor-Young:
Soient ION, 1 un intervalle deR tel que &1 et fOR' / £0 C"(1). Alors f admet urDL(a) :

(n)
(9= f@+(x-3 F(@+-+ e 3 @ (e ).

Jacques Delfaud -



Application : D
X X

e =1+—+—+..
1 2!
X X

sinXx=X——+—

31 5177

2 X4

CoOSX=1-—+—

21 4177

1 o1k
1+x

L odexes
1-x

X2
IN(1+Xx) = X——+
(1+x) 5

IV. Différences fi

Ln(0)

.+i+ o(X')
n!

L
2p+1)!

(1P x?
(2p)!

LA ED X+ o(X)

+ O()8p+l)

+

+0 (K°)

L+ X+ o(X)

Lt 1)“1§ +0(X)

nies
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On utilise souvent, quand on ne peut pas les aaldals approximations suivantes :

f'(x) ~ ix+ hr)]_ (3 . formule décentrée a droite.
f'(x) ~ f(x) _;(X_ . formule décentrée a gauche.
f'(x) ~ fx+ )= f(x= N : formule centrée.
2h
f "(x) ~ fix+h)=-2 ;EXH T2 D - tormule centrée dordre 2.

Jacques Delfaud



