Géométrie 51/7

GEOMETRIE AFFINE

Soit E unRk -ev, de dimension g 3

1. ESPACES AFFINES
1.1 Définitions

Définition : On dit qu’'un ensembl€& dont les éléments sont appelés points est un
espace affinede direction I'espace vectoriel E (ou sur E) sklste une

applicationy : €% - E telle que :
iTJ(A,B,C)IE3, d(A,B) + d(B,C) =d(A,C)
DADE, OvOE, OMOE, (AM) = v

Remarques :
-

 ¢(A,B) est noté AB

- -
e AB=0 - A=B

M- M- m- L M-
* BA=-AB et AC=BC-BA

M -

« [ALE, 65 : M= AM bijection de€ sur E.

« Ladimension de E est appelée dimensiof de

» Tout espace vectoriel est un espace affine sunéme.
» Tout espace affine sur E peut étre muni d’une girea’espace vectoriel isomorphe a
E (par le choix d’une origine).

* On pourra identifier les notations de points eveeteurs
(petites ou grandes lettres pour les points, avesans fleche pour les vecteurs)

M- - - m- -
ou encore noter B-A po#&B (b-a=ak) et B=A+v pour AB=v

1.2 Translations

Définition : Soient€ un espace affine sur E eflE. On appelléranslation de vecteun

“ I'application : t:€ - €E/M sM+v

Remarques :
* On noteT(€) 'ensemble des translations &e

e FsevdeE, AE, onnote A+F={A+, vOF}.

Proposition 1: (T(E),0) est un groupe isomorphe a (E,+).

1.3 Sous espaces affines € espace affine de direction E.

Définition : On dit queA O € est unsous espace affinde€ si :

-
“ A =0 ou il existe un sev F de E efIE tels queA = A+ F ={M, AM OF}
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Remarques :
* F est appelé direction de et on notA = (A,F).

M-
« Az0,A sea d€ssiDADA,F={AM,MOA }estunsevdeE
et F est alors la direction de.

1.4 Intersection, parallélisme

Proposition 2 : SoientA , A’ deux s.e.a. non vides 8eels queA = (A, F) etA’ = (B, F).
Alors :
) M-
DANA #0 < ABOF+F
ii)si AnA’” £ alorsA n A’ estun s.e.a. de directiomFF’

Définition : SoientA = (A, F) et A’ = (B, F’) deux s.e.a. d&.
On dit queA est parallele &’ lorsque FIF
On ditqueA et A’ sont paralleles si F=F

Remarque : par convention] est paralléle a tout s.e.a.

Proposition 3: siA est parallele A’ alorsA n A’ =00 ou A OA’

2. REPERES CARTESIENS
Définition :

« On appelle repére cartésien d’'un espace aSineout coupldR = (0,B) ou OJ € et
B est une base de la direction E.

M -
« On appelle coordonnées dakRsde MOE les coordonnées daBsdu vecteuiOM.

Changement de repere :

Soient R= (O,B) etR '=(0",B") 2 repéres d€ , P la matrice de passageRla B",
Q la matrice colonne des coordonnées de O’ Riret X , X’ les matrices colonnes

des coordonnées d’un point M 8edansR, R . Alors :

X=Q +PX

3. BARYCENTRES

Théoreme-définition : (fonction vectorielle de Leibniz)

Soient (A,0i)1<i<n une famille de points pondérés (& , a;0R) eta = Zori

i=1
il -
et f:€ L E , f(M)=.a, MA, .
i=1

Si a = 0 alors f est une application constante .
Si a #0 alors f est une bijection et il existe unqua point G tel que :
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f(G) = 0 , G est appelBarycentre de (A,0i)1<i<n
et on note G = Bar((A&),1<i<n).

n

- -
Remarque : sia #0 , G est caractérisé par : Zai GA =0
i=1

n

00 00—
Proposition 4 :G=Bar((A,0;),1<sisn)=a0G=>) a OA, YOc€&.
i=1

Définition : L’ isobarycentre (ou centre de gravité) d’'un systéeme de pointsedsarycentre
| de ces points affectés de coefficients égaux.

Remarque :l'isobarycentre de 2 points est leur milieu.

Proposition 5 : associativité du barycentre.
Soient G = Bar((Aaj),1<i<n) et {l, J} une partition de {1.:-, n} .
Sid.a,#20 et Y a,#0 alors en notantSBar((A,a;),i0l), G=Bar((A,o),i0J)
idl i0Jd

ona G=Bar( (G.a,), (G, 2.0.))

il i0J

Proposition 6 :

i) Etant donnés n points (A---, A,) d'un sous espace affike de€ , tout barycentre
de ces n points est daAs

ii) Etant donnés n points ¢A---, A,) d’'un espace affin€ , 'ensemble des

barycentres de ces n points est un sous eaffasede€.

Remarque : En particulier une droite affine est 'ensemble dasycentres de 2 de ses points.

Définition : Soient A et B 2 points d€. Le segment [A,B] est I'ensemble des barycentres
I de : ((A,0), (B, B)) aveca = 0, =0 eta + B 0.

- M- -
Remarque : en prenanti+3=1, on obtient [A,B] = {MJE, aMA + (1-a)MB = 0, aJ[0,1]}.

4. DROITE et PLAN AFFINE Soit € un espace affine de dimensionn (n=2
ou n = 3),R(0,8) repére de€ ,B =(g)1<i<n base de E (E ev associ€a

4.1 Droite affine
Une droite affine D est un sous espace affine oeedsion 1 : D = (A,F) avec dimF =1

* D est déterminée par un point et un vecteur divedieecteur non nul) : D = (A:L)
ou par 2 points distincts de D : DAB)
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* Représentation paramétriquede D = (A,ﬁ) A(Xo,Y0,20), L](a,b,c) dans
X=X, +Aa
M(X,y,zID <3y=y,+Ab AOR
z=12,+AC
» Toutedroite du plan a une équation cartésienne de la forme
ux+vy+w=0 (u,\8(0,0)

4.2 Plan affine
Un plan affine P est un sous espace affine de diloer2 : P = (A, F) avec dimF = 2

* P est déterminée par un point et 2 vecteurs duextgon colinéaires P = (A,\?)
ou par 3 points non alignés P = (A, B, C
* Représentation paramétriquede P = (A,ﬂ,\?) ou A(Xo,Yo0,20), ﬂ(a,b,c) etv (@,b’,c)
dans®2 :
Jx =X, tAa+pa’
M(x,y,zIP <1y =y, +Ab+ub" QAWOR?

z=2z,+Act+uc

e Tout plan a une équation cartésienne de la forme :
ux +vy+wz+h=0/ (u,v,w0,0,0).

Remarque :Une doite est définie pa2 planssécants :
ux+v,y +w,z+h =0 . L :
XEVLY Wz, représente une droite si au moins des 3
u,Xx+v,y+w,z+ h,=0
ul Vl
ul™:
u2 2

U Wy |Vp W,

déterminants suivants n’ést pas n

U, Wy |V, W,

5. APPLICATIONS AFFINES

Définition : Soient € et&* 2 espaces affines de directions E et E’.

Une application f € - & est diteaffine s'il existe QIE etp1L(E,E’) tels que :

M- M-
O M =p(OM)
avec O’ =1(0) et M =f{(M).

Remarque :si f est affine I'application linéair¢ ne dépend pas du point O :

- M-
OAOE, A'M'=¢(AM) ¢ est appelée partie linéaire de f (parfois nditég))

Propriétés :  Soit f une application affine & — €' d’application linéaire associée:
1- f est déterminée par la donnée d’un coupleaiatp (A,A’) tel que f(A) = A’
et de sa partie linéaige

[ M -
2- expression analytiqgue Y O'M¢( OM-= X'=AX+Y ou A=Mat, (¢), X,
X', Y matrices colonnes des coordonnées de M, MgansR (O,B) etR"(Q,B")
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3- f est bijective ssp est bijective (de méme pour injective, surjectiidne bijection

affine de€ dans lui méme est appelé isomorphisme affineansformation affine

4- l'image par f d’'un s.e.a dgest un s.e.a. d¢
5- I'image réciproque d’'un s.e.a 8eest un s.e.a d@

6-f:€ - €,9:& - & affines de parties linéaires respectiv@sy
gof est une application affine de partie linédiog

7- 'ensemble des bijections affines8elans€ est un groupe pour la loi o

appelé groupe affine d&
8- f conserve : le barycentre , I'alignement pégallélisme
[si G=Bar((AA)l<i<n) alors f(G) =Bar((f(,Ai) 1<i<n )]

9- 'ensemble des points invariants par f est.erasdeE de direction Inup)

6. EXEMPLES d’APPLICATIONS AFFINES
6.1 Translations

Définition : Soit € un espace affine sur Iszi,DE, on appelléranslation de vecteun
I'application : t:&€ - €&

M M+ v

Remarque :On noteT(€) 'ensemble des translations 8e

Propriétés :

Ide (si uz0 tna pas de points invariants).

3- (T, o) groupe commutatif isomorphe a (E ,+).

4- Expression analytique dans un espace de dioeBsile repere -

Jx=x+a
Siu(a,b,c) et M(x,y,z), alors : M'(x,y’,z') [1y'=y+b
Z=z+cC

1- Toute translation t de vecteurest une bijection affine d’endomorphisme assog

2- Toute application affine dont 'endomorphisnssacié est lg est une translation.

6.2 Homothéties affines

Définition : On appelle homothétie de centrél@ et de rapportx (0 R * I'application
H(A‘g) € 5 €
m - m -
M M telque AM' =aAM
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Remarques :
e OnnoteH I'ensemble des homothéties
« A, M, M’ sont alignés
« Sia#1, Aestle seul point invariant pagatd)
* Hpa-1)=S. (symétrie de centre A)

Propriétés : Soient AIE etadR * :
1- Haq est une bijection affine de partie linéaire I'hdirétie vectorielle i
2- Toute application affine dont la partie linéaést ’homothétie vectorielle,h
(@ # 1) est une homothétie affine de rapport
3- Soit Ha I'ensemble des homothéties de centreHk,§) est un groupe commutatif
isomorphe a R *, x).
4- Expression analytique dans un espace de dioweBsie reper@
jx'z Xo HO(X—X,)
Si A(Xo,Yo,20) €t M(X,y,z), alors : M'(X",y",2") I \y'=y, ta(y-Y,)
7=z, +0(z- 2))
5- SoitH O T I'ensemble des homothéties translatioh[{ T,0) est un groupe
(en général non commutatif).

6.3 Projections affines

Définition : On appellgorojection affine de€ toute application affine

f: € - & telle quefof = f

Théoréme :une application affine f est une projection sietlement si son endomorphisme
associé est une projection vectorielle et f admet au maimgoint invariant.

Remarques :
* Soit A un point invariant par une projection affip@lors Inv(f) =A (A,Inv(9)).
On dit que f est la projection sAr parallelement a F = Kel].
M’ = f(M) est le point d’intersection de Inv(f) eu s.e.aA (M,Ker(d))
D -
M =f(M) = MM "TIKer (¢) (d’our 'expression analytique dg f
M'OInv(f)

» Dans un espace de dimension 3 on obtient :
siInv(f) =€ alors F = Ker§) ={0}  f=1Idg¢
si Inv(f) = P (plan) alors F D (f) DI5) f projection sur P parallélemenf)i

si Inv(f) = D (droite) alors F P (f) 0 |5) f projection sur D parallélementlza
silnv(f)={A} alors F=E f:M>A application constante

Jacques Delfaud ICAM Toulouse Math Sup



Géométrie 57/7

6.4 Symétries affines

Définition : On appellesymétrie affine de& toute application affine
f: € - Etelle quefof = Id ¢

Théoréme :
1) Une application affine f est une symétrie setlement si son endomorphisme
associé est une symétrie vectorielle et f admet au mompaint invariant.

1
2) s symétriaaffine ssi p :E(S + Idg) projection affine.

Remarques :
* Soit A un point invariant par une symétrie affine f
Alors Inv(f) =A (A,Inv(¢)) et on dit que f est la symétrie par rappoit a
parallelement a la direction F de
|  milieu de[ MM], | O Inv(f)
e M=fM) =3 1.
MM'OF
« Dans un espace de dimension 3 on obtient :
silnv(f) =€ alors F=P} f=Idg
si Inv(f) = P (plan) alors F D (I5DI5) f symétrie / P parallélementf}‘a

si Inv(f) = D (droite) alors F P (f) DIS) f symétrie / D parallélementlza
silnv(f)={A} alors F=E f=% symétrie centrale

6.5 Affinités
Définition : Soient i, E; 2 sev supplémentaires de E ev asso&ié ALJE, A\[R..
On appellaaffinité de baseA = (A,E;) ,de direction ket de rappork , I'application
M- m -
f:€- &, MM telque M M=AM M
avec M projeté de M suA parallelement a £

Remarques :
* SiA =0 alors afff, E, A) = p projection suA parallelement a £

 SiA =1alors affp, E, A) = Idg.
e SiA =-1alors affp, E;, A) =s symétrie par rapportA parallélement a £

Propriétés :
1- f affinité ssi DAOR et p projection d& tels que : f=Aldg + (1 -A)p

2- siAz0,f=affA, E, A\) est bijective et f=aff(A , E, 1)
3- sif=affA, E; A) alors Inv(f) =A
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