Géométrie 1. 1/5

GEOMETRIE ELEMENTAIRE

1. Géométrie plane
1-1 Reperes
Rappel : On appelle repere orthonormé direct du plan tout repere {O ; 7, j } o H = H}H =

2

T T
‘ avec (i, j)=+—.

Propriété : Soient R={O ; ;,} } et R'={0"; i’ ',7"} deux reperes orthonormaux directs tels

i'= al+b] .
que : (ol a=cos, b=sind, c=-sind et d=cosb) et 00 =i+ 3.
] = cz+d]

Alors si un point M du plan a pour coordonnées (x, y) dans R et (x’, y’) dans R’, on a :
x=a+ax +cy et y=p+bx +dy’.

Définition : Soit {O ; ;,} } un repere orthonormé direct du plan.
1) On appelle repere polaire du plan tout repere {O ; u(e),\/(—ﬁj} ou 6 est un
. u(@) =cos i +sin 9}'
nombre réel et ¢ - .
V(@) =—sin@i+cosfj

ii) (p, 0) tel que OM = pﬁ@) est appelé couple de coordonnées polaires de M.

Remargque : il n’y a pas unicité des coordonnées polaires. Par ex. : M(-p, 0+m) = M(p, 0).

1-2 Produit scalaire

Définition : Soient u et v deux vecteurs du plan. On appelle produit scalaire de uetvle

. I - H H H Hcos uv si u et v sont non nuls
réel noté u .v défini par : u.y = .
0 sinon

Propriétés 1: Si R={O; i,j} est un repére orthonormé et u et v deux vecteurs de

coordonnées (X, y) et (x’, y’) respectivement dans R, alors : U.v =xx + yy’.

\7 u (symétrie)
o (au+bv)w=a(uw)+b(vw) (bilinéarité)

1-3 Déterminant
Définition :

Soient u et v deux vecteurs. On appelle déterminant de u et v le réel noté det(l; ,\7)

&fini H H H H sin u V si u et v sont non nuls
défini par : det uv |

0 sinon

Jacques Delfaud ICAM Toulouse Math Sup



Géométrie 1. 2/5

Propriété 1: Si R={0O; ;,}’ } est un repere orthonormé direct et u et v deux vecteurs de
x Xx'

y oy

coordonnées (X, y) et (x’, y’) respectivement dans R, alors : det(; ,;) =xy —x'y=

Propriétés 2 :
o det(u,v)=-det(v,u) (antisymétrie)

o det ((aﬁ +bv), Vv) =adet (1, w)+bdet(v,w) (bilinéarité)

Remarques : Soit (a, b)e C? aveca=x +iyetb=x"+iy’. Alors:
. Re(ab) =xx’ +yy
¢ Im(ab)=xy —X’y.

Propriétés 3 : | det(u,v) | = Aire(parallélogramme construit sur u et v)

1-4 Droites

Propriétés :
e u et v colinéaires < det(;t ,\7) =0.
e A, B, Ctrois points alignés < det( AB , A—C) =0.
* uetv orthogonaux < u.v =0.

Conséquences :
e [adroite (AB) a pour équation : det( AB , AM ) =0 ou M(x, y).
e Ladroite A passant par A et orthogonale a u a pour équation : u. AM =0 ot M(x, y).

~(a ~(=b
Remarque : Si D : ax + by + ¢ =0, alors n(bj est un vecteur normal a D et u( ] est un
a

vecteur directeur de D.

-
Représentation paramétrique : La droite passant par le point A(a, b) et dirigée par u( j

B

iz PP x=a+la
est représentée par la paramétrisation : avec A€ R.
y=b+Ap
Equations polaires :
® Droite passant par O : 0 =cste.
¢ Droite parallele a (Oy) ne passant pas par O (x=a) : p = 030"
¢ Droite parallele a (Ox) ne passant pas par O (y=b): p= .b rk
sin
c
¢ Droite D d’équati + by = #0etb#0: p=—""—""—.
roite équation ax + by = c avec a e p oS+ bsind
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1-5 Cercles

Rappel : Le cercle de centre A(a, b) et de rayon r a pour équation cartésienne, dans un repere

orthonormé : (x — a)2 +(y - b)2 =

Propriété : Le cercle C de diamtre [AB] a pour équation : BM . AM =0 ot M(x, y).

Equations polaires :
e C(Cercledecentre O: p =cste.
e (Cercle passant par O centré sur (Ox) en A(a, 0) : p = 2acos0.
e Cercle passant par O centré en A(a, b) : p = 2(acos6 + bsin®).

2. Géométrie de I’espace
2-1 Repéres  Avant toutes choses, nous avons besoin dans ce chapitre d'orienter 1'espace,
c'est-a-dire distinguer les deux types de reperes : direct et indirect. Soit un observateur se

tenant debout, dans l'axe (O, l;), les pieds en O et regardant le point I. Le repere est dit
"direct" si l'observateur a le point J a sa gauche. Il est dit "indirect" dans le cas contraire.

K K

=
E

Repére Repére
direct F indirect
L _r‘ i
I | J
Propriété : Soient R={O ; f,}',l;} et R’={0"; T‘,;",l?’} deux reperes orthonormaux de

;'za;+b}'+cl;
I’espace tels que : Tzdf+e}'+fl§ et 0—0'=a';+,83'+71;. Alors si un point M du plan a
k'=gi+hj+ik
pour coordonnées (X, y, z) dans R et (x’,y’,z’)dans R’, on a :
x=oa+ax +dy +gz’, y=B+bx’+ey +hz’etz=y+cx’ +fy +iz’.

Définition :
¢ On appelle repere cylindrique de 1’espace tout repere {O ; u(8),v(6),k } o 0 est
. @ = cos i + sin 0}'
un nombre réel et ¢ | . .
V(@) =—sin@i+cosfj
e Le triplet (p, 0, z) tel que OM = pu(0)+zl€ est appelé triplet de coordonnées
cylindriques du point M.
¢ On appelle coordonnées sphériques d’un point M(x, y, z) de I’espace le triplet
xX=rcos@siné
(r,0,0) tel que : < y=rsin@sinf .
z=rcos@
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2-2 Produit scalaire

Définition : Soient u et v deux vecteurs de I’espace. On appelle produit scalaire de u et v le

) T - H H H Hcosuv si u et v sont non nuls
réel noté u.v défini par : u.v = .
0 sinon

Remarque : deux vecteurs de I’espace étant forcément coplanaires, on peut se placer dans le
plan formé par ces vecteurs et les propriétés du produit scalaire dans le plan restent donc
valables. On a donc immédiatement les propriétés suivantes :

Propriété 1 :
e uv=v.u (symétrie)
o (au+bv)w=a(uw)+b(vw) (ilinarit)

Propriétés 2 :
Si R={0O; f,;',l;} est un repere orthonormé et u et v deux vecteurs de coordonnées

(x,y,z) et (x’,y’,z’) respectivement dans R, alors : u.v =xx’ + vy +2z7’.

Propriété 3: Si R={O; f,}',l;} est un repere orthonormé et A et B deux points de
coordonnées (x,y,z) et (x’,y’,z”) respectivement dans R, alors :

AB| = VABAB = J(x—x)+(y=y) +(z-2)’

2-3 Produit vectoriel

Définition : Soient u et v deux vecteurs de I’espace orienté.

On appelle produit vectoriel de u et v le vecteur noté u A v qui a pour norme

sm MV

et qui est directement orthogonal a (u v)

Remarque : u et v colinéaires @ u Av = 0.

Proprletes 1:
e uAvV= (v A u) (antisymétrie)
° (au+bv)/\w=a(u/\w)+b(w\w) (bilinéarité)
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Propriété 2 : Si R={O ; 2,}',12 } est un repere orthonormé direct et u et v deux vecteurs de
coordonnées (x,y,z) et (x’,y’,z’) respectivement dans R, alors :
y oy

Z Z

x x'

y y'

x Xx'

—

k.

UAV = i- | J+
Z Z

Remarque : || uAvll= Aire(parallélogramme construit sur u et \7).

2-4 Déterminant (ou produit mixte)
Définition :

Soient u, v et w trois vecteurs de I’espace orienté. On appelle déterminant ou produit

mixte de 1;, v et w le réel noté det(z?,;,;v) égal é(;t A ;)Vv

Propriétés 1 :

o det(u,v,w)=-det(v,u,w)=-det(w,v,u)=det(v,w,u).

° det((a;t +b\7),w,t) = adet(ﬁ,;v,;)+bdet(v, w,t) )

—

Propriété 2 : VW coplanaires < det(;t,;,rv):o.

Remarque : | det(ﬁ,;,;) | = Volume(parallélépipede construit sur u, v et Vv).

2-5 Droites et plans

Propriétés 3 :
e Si P est le plan d’équation: ax + by + cz + d = 0 et M le point de coordonnées

(X0,Y0,20), alors : d(M, P) = lax, +by, +cz, +d | _

Jat +b*+¢?

L [det(u, v, AM)|
e Si P est le plan passant par A et dirigé par u et v, alors d(M,P)= —W .
UAY
- |40 ni
e Si D est la droite passant par A et dirigée par u, alors d(M,D)= H# —
u

2-5 Spheres
Définition : On appelle sphere de centre A et de rayon R (ot Ae EetRe R’ ) I’ensemble

S(A,R):{M = E/HWH = R} .

Propriétés : Etant donné une sphere S de centre A et de rayon R et un plan P :
e Sid(A,P)>R,alorsPnS=O.
e Sid(A,P)=R, alors P nS = {H} ou H est la projection orthogonale de A sur P.
e Si d(A,P)<R, alors P NS est le cercle de centre H et de rayon /R’ —d’(A,P) ou H

est la projection orthogonale de A sur P.
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