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Géo 5 — Surfaces remarguables

I SURFACES CYLINDRIQUES

1. Définition On appelle nappe cylindrique de directionlz , de directricd” de paramétrisation (I, f) ou | est

un intervalle deR et f une fonction de classe' Gur |, la nappe définie par : (t,DIx R - f(t) +u Iz

2. Propriétés
a) Si on se place dans un reperei(Qj,k ), ol 12 dirige I'axe du cylindre, I'équation du cylindreytes’écrire

sous la forme F(x,y) = 0, ou F est une fonctiortldsse C sur un ouvert U connexe d&?

b) Si P (x,y) est un point régulier de la courbd’€juation F(x,y) =0 (dans le plan (E), I ) ), alors tout point

de la génératrice passant par P est régulierptatetangent en un point M deest défini par la génératrice et la
tangente en P a la courbe C.

3. Changement de repéreSoit = un cylindre d’équation, F(x,y) = 0, dans un regde( F de classe Esur un

ouvert U deR 2). Soit R’ un autre repére. On note M (X, Y, Z) d&

Le changement de repére définit trois applicataffises P, Q, R deR *dansRR * telles que :
x=P(X,Y,2) _
y=Q(X;Y,Z). Ladroite d’équation{ P: 8 donne la direction des génératrices (z'0z).
z=R(X,Y,2) Q

L'équation dans le nouveau repére s’écrit F (P,Q) =

On admet la réciproque :

Théoreme 1

Soit F une application d’'un ouvertlR 2dansR , de classe & Toute équationdu type F (P,Q)=0ouPetQ
sont des fonctions affines , telles que P = 0 et@koient des équations de plans sécants suinardroite D
dans un reperR, représente darisune surface cylindrique dont les génératrices pardlieles a la droite D.

Définition
On appelle base droite d'un cylindre, toute diieetsituée dans un plan perpendiculaire a son axe.

4. Comment obtenir I'équation d'un cylindre ?
a) On connait la direction de son axe et les équatiartgsiennes d’une directrice

a

F(x,y,2)=0

Soit EJ B | le vecteur dirigeant I'axe du cylindre . Soit Giaectrice
G(x,y,z)=0

Y

OnaMOsZ - OAOR ,telque M UOC - OAOR, telque F(M 4 U)=G (M +A u) =0
On obtient ainsi une équation du cylindre en é&lamt le parameétrk, c’est-a-dire en trouvant une CNS sur
(x,y,z) pour que les deux équations précédentes are solution commune &n

b) On connait la direction de I'axe et les équatipasamétrées d'une directrice

o x =f(t)
Soit u B | le vecteur dirigeant I'axe du cylindre. Soit Cigectrice <y =g(t),t01.
y z=h(t)
x+Aa =f(t)
OnaMOZ - OAOR ,telque M UOC < OAOR, Ot0l, tels qued y +AB=g(t)
Z+Ay=h(t)
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c) On cherche le cylindre circonscrit a une surfacédBnée d’équation F(x,y,z)=0 et de direction

OnaMOZ - OANOR , tel que P=M # ubdSetle plan tangent & S au point P contienetgaur U .
(Il est conseillé dans ce cas de déterminer leocor@pparent de S dans la direction du vecteus, Ipuylindre)

On peut écrire aussi : MZ = { F( x+Aa, y+AB, ztAy) =Oeta F' , (P ) F y( P)+yF ,(P)=0
Dans le cas ou F est une fonction polyndme, ilisd®crire queA est racine double du systéme précédent.

1. CONES ET SURFACES CONIQUES

1. Définition On appelle nappe coniqdede classe ¢, de sommet A, la nappe paramétrée :

“ (tu OIXR - A+u g‘(T) avec gDCl( [). On suppose quettl, Iafamille{g—(T),g—'(F)} est libre.

2. Propriétés Tout point de la nappE, sauf le sommet A, est régulier .

3. Eguation dans un repére_d’origine le sommet ASoit {,[J I. On suppose, par exemple, que la premiére

composante de g(t) est non nulle grComme la famille[g‘(T),g'(t)} est libre, on admet qu'il existe un

. . , . Z
intervalle JO |, contenantgttel que I'on puisse écrire- = lIJ(X) avecy DCl(J).
X X

Définition : une fonction f réelle définie sur U ouvert invartipar toute homothétie de centre 0 (ié(x,y,z)
DU, DAOR*, (Ax, Ay, Az) DU), est dite homogére degr@DR , si :0M OU, f AM) = |A]  f(M).

Remarque Précédemment, si on pose ; f(x,y,z) 7Z—=— w(zj , f est une fonction homogéne de degré 0.
X X

4. Définition générale de surfaces coniques

a) Définition On appelle surface conigueute surfac& d'équation F=0, ot F :U. R est une fonction
homogeéne de classé€ Cp=>1) et U un ouvert d&R? | invariant par homothétie de centre 0.

O est appelé le sommet de la surface conique.

Pour tout point M£O, la droite (OM) est appelée génératrice.

On appelle directricetoute courbe de I'espace rencontrant toutegédesgratrices en dehors de O.
Une directrice plane est appelée une base.

b) Changement de repésmit> un cbne de sommet O, d’équation, f(x,y,z) = O,sdamrepér® ( f fonction

homogéne de classe" Gur un ouvert U invariant par homothétie de e=jr
Soit R’ un autre repére. On note M (X, Y, Z) d&is

Le changement de repére définit trois applicataffises P, Q, R deR *dansRR * telles que :

x=P(X,Y,2) P=0
y=Q(X;Y,Z). Les équations Q =0 définissent trois plans dont le seul point commasnO.
z=R(X,Y,2) R=0

Dans ce repéerR’, I'équation du cone s’écrit f(P, Q, R) =0

On admet la réciproque :

Théoréme 2 :Soit un repérd d’origine O. Soit f une fonction de classé 6ur un ouvert U dR 3, invariant
par toute homothétie de centre O. On supposé&oimogéne de degréet vérifiant f(0,0,0) = 0.

Soient P, Q, R trois applications affines telles tgs plans P=0 ; Q=0, R=0 soient sécants en um poi
Alors I'équation f (P, Q, R) = 0 représente un cresommet A dans le rep&Re

Il Surfaces de révolution.

1. Nappe de révolution

a) Définition Soit un ard” de classe €(p =1) et une droite D.

Pour toutn OIR , on désigne pdr, I'arc déduit dd” par la rotation autour de D d’angie

Alors la famille (I'G) est appelée nappe de révolutibaxe D et de courbe directri€e

alR
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b) Paramétrisatio®n se place dans le repére mobjl®, u,v, ) ot k dirige la droite D.

La paramétrisation s’écrit (@) OIx R - M=p (t)a +¢ (t)R , avep et¢ O Cl(l)

c) DéfinitionsPour tout point M d’une nappe de révolution d'@&eon appelle parallele en,Ne cercle
perpendiculaire a D passant par M. Tout plan c@meD est appelé plan mérididhcoupe la nappe en deux
arcs symétriques par rapport & D, appelés méridenn

d) Propriété: En tout point M régulier d’une nappe de révioint de classe €, la normale en M est dans le
plan (u, k), c’est-a-dire, le plan méridien pasgsr M.

Théoréme 3: Soit> une nappe de révolution de classe En tout point régulier M de cette nappe, le plan
tangent est perpendiculaire au plan méridien en Il ®ormale a la nappe est la normale a la méniie

e) Méthode :
e On caractérise la droit® par un point A et un vecteur directeur norme.
e Soit My (X0, Yor Zo)- On cherche I'équation du cercle d’ak@assant par le pointdylen écrivant

M OPlan orthogonal aA passant par,
d(M,,A) =d(M,A)
. M OSurface = OMy O / Mg et M sont sur le méme cercle d’ake
»  Pour trouver I'équation de la surface de révolytmmélimine les parametreg ¥o, Z.

2. Condition pour qu'une surface soit de révolution.

Théoréme 4: On se place dans un repére orthonormé. Soit gppleation de V- R, de classe Q( p>1).
La surface d’équation g( S( %, y, z), P(X, y, z)) ®st une surface de révolution dont I'axe epelwendiculaire
menée du centre de la sphére S(x, y, z) = 0 auPpka0.

3. Exemples de surfaces de révolution.

a) Le paraboloide de révolutiaabtenu par rotation d’'une parabole autour de sen a

~ =0

Soit D (O, k) l'axe. Equation : §+y2 =2pz Méridienn Zy
X°=2pz

b) L'ellipsoide de révolutiombtenu par rotation de I'ellipse

R 2, yz 72 y=0
Soit D (0, k) l'axe. Equation : >—+—=1 Méridienne) x> 72

a b? — F =1
a

c) L’hyperboloide de révolution a une napgaenu par rotation de I’hyperbole autour de sanreon focal.

XZ + y2 Z2 y = 0
Soit D ( O, k) 'axe. Equation-—— _F =1 Méridiennes y2 22
. A

d) L’hyperboloide de révolution a deux napméxenu par rotation de I'’hyperbole autour de san focal.

=0
_ x*+y? oz . y
Equation : —-—= -1 Méridienne y2 2

2
2 2 _
¥ P
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