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Géo 4 — SURFACES ET NAPPES PARAMETREES

Dans tout le chapitre on se place dans I'espaaseadiiclidien orientdR®, muni du repere orthonormé direct

(O; i, kj . On note U un ouvert connexe & (c’est-a-dire non union de deux ouverts disjoints).

l. NOTION DE NAPPE PARAMETREE ET DE SURFACE
Définition 1 :
i) On appelle nappe paramétrée tout couple S,#) (@l U est un domaine dR? et f une fonction continue

sur U, & valeurs dan&?.
i) Sifestde classe"Gur U, on dit que la nappe paramétrée est deec@ss
iii) f(U) est une surface, appelée support de U.

Définition 2 : S'il existe une fonction g continue telle que :
X(u,v) =u
fu, v) = |y(u,v) =v , alors (U, f) est dite nappe paramétrée carésie

z(u,v) = g(x,y)
Remargue : on obtient une équation cartésienne de S en @mhifu, v) dans le systéeme d’égalités.

Définition 3 : Changements de paramétrage sur uneappe.
a) Soit une nappe paramétrée (U, f) de classépc1 ) .Un changement de paramétre est un homéomarphis

¢ d’'un ouvert V deR? dans l'ouvert U.
b) Sion pose g = fdg on définit ainsi une nappe paramétrée (V, g) algaméme support que (U, f).
c) On dit que le changement de paramétigagst admissible, §i est un difffomorphisme de V dans U, de

classe @ . On dit alors que les nappes (U, f) et (V, g) steg nappes E-équivalentes.

Définition 4 : Points simples - Points multiples
On appelle poinsimple de la nappe paramétrée (U, f), tout point M dupsup correspondant a un couple
unique (u, v) de parametres. Sinon, il estaiitiple (cette notion est indépendante du paramétrage).

Définition 5 : Orientation d’une nappe paramétrée.

Soient (U, f) et (V, g) deux nappes’G&quivalentes a, le CP -difféomorphisme tel que g=¢o Si le Jacobien
de¢ est strictement positif, on dira que les nappésr@me orientation, sinon, d’orientations contraire

Définition 6 : Soit S une nappe géométrique de classel€paramétrisation (U, f). Soient m=(a, f(a))paint

of of

de S et df(a) définie parvh = (h,h,) € R?,df (a)h= hla_ @)+ hza— (@) sa différentielle.
u \'

i) On dit que m est un point régulier si rg(d}(a)rg(i (a),ﬂ(a)j =2.
ou ov

ii) On dit que m est un point singulier si rg(gj&R.
iii) On dit que S est une nappe réguliére si tmsspoints sont réguliers.

Propriété :
Toute nappe géométrique de clasSadmettant une paramétrisation cartésienne estesgnpéguliére.

I. PLAN TANGENT
Définition 1 :
Soient S une nappe géométrique de cladsdeCparamétrisation (U, f) et m=(a, f(a)) un peégulier de S.

i) On appelle plan tangent en m a S le plan afffr= m + vecﬁg—f (a),g—f (a)j .
u vV
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; : N of of
ii) On appelle plan vectoriel tangent en m a Sitaction : vec a—(a),a— @) ]|.
u \'

iii) On appelle tangente en m a S toute droitenaff)tassant par m incluse dans le plan tangent.

Remarque : Le plan tangent en un point régulier de S estang@ lors d’'un changement de parametres
admissible.

Définition 2 : Soient S une nappe géométrique de classdeCparamétrisation (U, f) et m=(a, f(a)) un point
régulier de S. On appelle normale a S au poirdg pefpendiculaire en m au plan tangent en ce point.

of

Remarque :N(a) = a—(a) Da—(a) est un vecteur directeur de la normale.
u \

Propriété : Toute nappe géométrique de clasS@ynt une paramétrisation cartésienne admet uraién
F(x, y, z)=0 dont le vecteur gradiggrad.F est un vecteur normal au plan tangent.

. INTERSECTION DE DEUX SURFACES

Soient f et g deux applications de clas§e@n ouvert U deR? versR de surfaces respectives Set
Soitl’ = Sn X I'ensemble des points (X, y, z) de U vérifian, i, z) = 0 et g(Xx, y, z) = 0.

On dit quel” est lacourbe définie par les équations f(x, y, z) = 0 et g(xzy= O.

Définition : On dit qu’un point M(a, b, c) de estrégulier si (gfadf(M),gFad g(Mﬂ est libre.

of of of
&(M) a_y(M) E(M)
Remarque : Si M(a, b, ¢) est un poimégulier del” alors estderang 2 : cela
o9 o9 a9
— M) —=(M) —=(M)
0X oy 0z
signifie qu'il existe une sous matrice carrée diéetd ayant un déterminant non nul.

Théoréme La tangente & en M(a, b, c), régulier de S et Heest l'intersection des plans tangents aux susfa
S et> d’équationsf=0etg=0en M.

IV. NAPPES REGLEES

Définition 1 :

Soient | un intervalle d&R , f et g deux applications continues de | &t avec gty 0,0t 01 .
I xR — E

i) On appelle nappe réglée une nappe S qui agowgtparamétrisation|:

(t,u)— f(t)+ug(t)

ii) On appelle courbe directrice de S la courbepettrée C = (|, f).
iii) On appelle génératrices de S les droites E{m: f(t)+ugt)/ue R} , VteR.

Remarques :
i) Dy a pour vecteur directeur g(t).
if) D C = {f(H)}.
iii) S = U D, (d'ot son nom de surface réglée).

tal

Exemple 1 : Nappe cylindrigueSupposons g constantétt [11,g(t) =k O E\{0} .
IxR—E

La paramétrisation de S est alofs : . Toutes les génératrices de S ont la méme directio
(t,u)— f(t)+uk
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Exemple 2 : Nappe coniguéSupposons f constantdit (11, f (t) = sOE.

I xR —E
S .
(t,u) — s+u.g(t)

Toutes les génératrices de S passent par s (sorant@lirectrice de S est réduite au point s.

La paramétrisation de S est alo

Exemple 3 : Nappe engendrée par les tangentes a wwirbe gauche

IxR—E
S :

(tu)— f)+ufe)

La paramétrisation de S est alo

Théoréme 1 :

i) Sur une nappe cylindrique, toute génératrigiecqntient un point régulier est réguliere.

i) Sur une nappe conique, toute génératrice qufient un point régulier posséde un point singuli@que : le
sommet.

iii) Toute génératrice d'une nappe conique quiieomiun point stationnaire distinct du sommet ésianaire.

IxR—E

i)~ f)+ug)

En tout point simple et régulier de S le plan tarig®ntient la génératrice de ce point.

Théoreme 2 :Soit S une nappe réglée de paramétrisat

V. NAPPES DEVELOPPABLES

IxR—E

Définition 1 : Une nappe réglée S de classeyG@i admet pour paramétrisatio+ : est

(t,u)— f(t)+ug(t)
dite développable si.E ( f't),g't), gt )) est lige, (It OI1 .

Propriété 1 :
i) Toute nappe cylindrique est développable.
ii) Toute nappe conique est développable.

Propriété 2 : Soient C = (I, h) une courbe biréguliére de cla@set S la nappe réglée engendrée par la tang
a C au point h(t) quand t parcourt |. Alors S estaloppable.

ente

Définition 2 : Cette nappe est appelée développable des tange@tes

Propriété 3 : Soit S la développable des tangentes a C, courégubiere.
Toute génératrice fdle S posséde un unique point stationnaire. Ggsvint de contact de,Rvec C.

Remarque :L'arc C est donc une ligne de points stationnaleesa développable a ses tangentes S.

Propriété 4 : Soit S la développable des tangentes a C, courégubiere.
Le plan tangent a S relatif § Eoincide avec le plan osculateur a C au pointod¢act de [

VI . EXEMPLES DE COURBES TRACEES SUR UNE SURFACE
1. Définitions
* Soit S une surface d'équation F (x,y,z) =0 avéd@(U) (U ouvert deR? et p=1).
On dit que la courbe paramétféet 0 | = M ( x(t), y(t), z(t) ) est tracée sur la surfeai :
Otdl, ona F(x(t), y(t), z(t) ) =0 (ol | est un mrvdeR ).
= Soit  une nappe de paramétrisation (U, f) de cladg&/@uvert deR? et p=1).
Soit C un arc ddR? de paramétrisation il h (t) = (u(t) , v(t) ) dont le support est incldans U avec h

de classe €sur | (g=1).
Alors lI'arc” de paramétrisation (I, foh) {3l — f( u(t), v(t)) est tracé sur la nappeOn notel =f (C).
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2. Lignes de coordonnées.

Définition :
SoitZ une nappede paramétrisation (U, f). On appelle lignescderdonnées en un point{y, Vo), I'un des
arcs tracés sur la nappe, de paramétrisatiofilt 4 f (u, w) ou vdJ - f(up,v) avec XJO U.

3. Exemples de recherche de droites tracées sur desagigues
a) Déterminer les droites tracées sur I'hyperboloideébolution & une nappe d’équatiorf #xy* — 7 = 1.
b) Déterminer les droites tracées sur le parabolojgerbolique d’équation ¢ y* — 2z = 0.

4. Trajectoires orthogonales

Définition :

Soient S une surface ét,§, o une famille de courbes tracées sur S. On appeajlectoire orthogonale de (7,)
(sur S) toute courbe C, tracée sur S, et coup#mv@onalement chacune des courbgqou | intervalle der).

Supposons gu'il existe un ouvert V ®® et F: V- & de clase Esur V telle que pour tol1 I, I, admet
pour équation cartésienne : F(xAy,= 0.
F(x,y,A)=0
L'élimination deA dans le systémes:oF
ox
f(x, y, ¥) = 0 appelé&quation différentielle ( du ler ordre) de la famile de courbes

OF donne une relation de la forme
(x,y.A)+y a—y(x,y,h)= 0

Propriété : Soit ("), une famille de courbes admettant une équatiogrdifitielle f(x, y, y’) = 0.

Une équation différentielle de la famille des tcajéres orthogonales d€y, est f (x,y, —iJ =0
y

5. Lignes de plus grande pente

Définition :

- On appelldigne de niveauxde la surface S les sections de S par les plai=ohtaux.

- On appelldigne de plus grande penta@le la surface S les trajectoires orthogonales d@nhille des lignes de
niveaux de S.

6. Contour apparent cylindrigue dans une direction domée

Définition : Etant donnée une surface S et un vecteur noml nain appelleylindre circonscrit = a la surface
S de directionu la réunion des tangentes a S dirigées par le wecte
On appellecontour apparent cylindrique de S dans la directionu , 'ensemble des points de S en lesquels
la direction du plan tangent contieﬁt, c'est-a-dire l'intersection de S avec le cylidirconscrit.
Méthode: Le contour apparent est™: = { m [0S tel que le vecteur normal en m a S est orthogﬁ)ﬁa}l

MOS - OmOr,AOr/ Mm=Au.

7. Contour apparent conigue vu d’un point

Définition : Soient une surface S et un point A, on appellecimsommet A circonscrit a S la réunion des
tangentes a S passant par A. On appelfgour apparent de S du point de vue de Aensemble des points
deZ en lesquels le plan tangent contient le point’dstea-dire l'intersection de S avec le cone aismit
précédent.

Méthode :Le contour apparent est : C = { @S tel que le vecteur normalen ma S est ortho@M}
MO Céne~ OmOC,[AOr/ AM =\ Am
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