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Géo 3 - Courbes gauches

I. Généralités
Soient E et F deux espaces vectoriels normésirtarvalle deR , f et g deux fonctions vectorielles de |
dans E eth une_application bilinéaire ¢: EXE — F, on suppose les fonctions f et g dérivables.sur |
On a les propriétés suivantes :

* o 9) 1t - O(f(t), g(t) est dérivable sur | et on adi(f, 9)I'(t) = ¢(f '(t), g(t) ) + ¢(f(t). g'(t) )

* Si¢ estle produit scalaire (FrR): (f.g) (t)=f'(t).g(t) +f(t).g'(t)

+ Si¢ est le produit vectoriel (F&?®): (fOg)'(t) =f(t) Og(t) + f(t) D g'(t)

Définition 1 :
|| On se place dans un repére orthonorm&de On appelle courbe gauche toute courbe de I'espace

Projection sur les plans de coordonnées
Soientl” une courbe gauche, de RP (x = x(t), y = y(t),Zt} et tOl. La projection dd” sur le plan xoy

(parallelement & zz') admet pour RP (x = x(t), y(8, z = 0), t{l. On a un résultat analogue pour les
deux autres projections.

Il. Tangente en un point

Définition 2 : En tout point birégulier d'un arc régulier, { ), c.a.d. tel qu’en tout point t, la famille

“ (' (©), " (1)) est libre, on appelle plan osculateur le [idn f* (t), £ (t)).

Remargue De maniere générale, le plan osculateur en Negdan défini par les deux premiers vecteurs
dérivés non colinéaires ; la position de la coyderapport a ce plan dépend de la parité de éedg
dérivation du troisieme vecteur non colinéaire dexx précédents.

Définition 3 : On appelleecteur tangent unitaire (orientantlel” en un point régulier a une courbe

gauche de classé' de vecteur, notd , défini par T :IIf'fT)II .

On appellenormaleen un point & une courbe gauche de classedlite droite perpendiculaire en ce
point a la tangente.

On appellenormale principale celle qui est dans le plan osculateur.

Définition 4 : On appelléélice toute courbé de I'espace de classé, @éguliére, pour laquelle il existe
un vecteur unitaire fixel, tel que 'anglea =(D,'T) soit de mesure constante (modulm)2

[ll. Abscisse curviligne On reprend les mémes définitions et les mémesiangatiue dans le plan.

Rappel :
= On appelle abscisse curviligne de M (t), la longudaul’arc m . Elle est notée s(t).

= Pourunarc (If ) de classe Esur | = [a, b, on a: s(t) § f'(u)

to

* Sila courbe paramétrée est définie pap (x(t), y(t), z(t)), la longueur de I'arc lyM est
JAO7 +y O+ 207

» On appellgparamétrage normable I'arc (I,f ) tout paramétrage tel que en tout point M(u) @n ai
[M*(u)] = 1.

du. On note ds Ff'(t)| dt .
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= Soit un arc géométrique réqulige classe Ede paramétrisation (f, (t)). La courbe paramétrée
définie par la fonction vectoriellg=f-s* a le méme support gufe.

= Alors I'abscisse curviligne représente un nouveanameétrage de la courbe appelé paramétrage
normal.

En conséquence, en tout point de §(3)) le vecteur tangen?@)=c:j—M est norme .
s

IV. Etude métrique Soit (J,g(s)) un arc paramétré de classé,Gégulier orienté de trajectoire notée
Définition 5 :

» On appellecourburedel” en un point M (s), le réel strictement posie) (ouy) défini par :yzu%

» On appellerayon de courburadel” en un point M (s), et on note R(s) (ou R) le gtgttement positif
défini par :R =$

= On appellevecteur normal principadeX en un point M (s), et on noté(s)(ou N) le vecteur défini
dT

ar:N=R—.
P ds

Remarque 4.1

= On ad—T_E “NH 1, R>0.
ds

dM d*M

»= Le plan osculateur en M(s)aétant dirigé paE ot ] est aussi dirigé pa(rT N)

= Onalls0O), Hﬁir =1, par dérivation, on obtientd s[J, T—(S)Z—T =0,c-a-dT.N=0.
s

Définition 6 :
= On appellevecteur binormaledel” en un point M (s)B(s)(ou B) le vecteur défini parB=T ON
= On appellerepére de Frenetlel" en un point M (s), le repére orthonormé dir@ﬂtf,ﬁ,@) :

Remarque 4.2:
= La binormaleen un point M(s) dirige la droite perpendiculareM au plan osculateur.

= (M.T.N) est le plan osculateuf,N,B) est le plan normal

= (M.T.B) estle plan rectifiant.

Définition 7 : On se place en un point trirégylier d’'un aacamétré gauche (I, g)

»= On appellgorsiondel” en un point M (s), et on notg(s) (out) le réel défini par 1 = B%

= Sit# 0, on appelleayon de torsiordel” en un point M (s), le réel noté T(s) (ou T) défiar : T ==

Remargue : pour une courbe plane, la torsion est nulle.
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