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Géo 2 - Courbes planes

|. Propriétés métriques du premier ordre d’'une coube plane.

1.1_Enveloppe d’'une famille de droites.
Définition 1 : On appelle enveloppe d’'une famille de droitesm parametre (D, , un arc parametre

C = (I, f) tel que pour toutfl, la droite D, est tangente a I'arc C dn(t).

Théorémel (Condition d’existence)
Soit une famille de droitegD, ), d’équations : a(t) x + b(t) y + ¢ (t) =0
a) bat) o
a'(t) b'(t
Alors cette famille de droites admet une enveldpparamétrée par (x = x(t) , y = y(t)) ou (x(t),)y@st

. [ a®x+ b(t)y+ c(t)= 0
la solution du Systeme{.a,(t)“ b'(t)y+ c'(t)= ©

ou tOl et a, b, c des fonctions de classeddr | telles quelltOl,

On se place dans un repére orthonorméoit (1,f ) un arc de classe Csur | = [a,b], ,orienté
dans le sens de t croissant. On se fixe une origis(g).

1.2 Abscisse curviligne
Définition 2 :
On appelle abscisse curviligne de M (t), la longud=ul’arcM (t,)M (t) . Elle est notée s(t).

t —
Théoréme 2 Pour un arc (If ) de classe Csur | = [a, b], on a: s(t) F|f'(u)

to

du. On note ds #f'(t)| dt

Remarques :
= Sur la courbe paramétrée part (x(t), y(t)), la longueur de l'ardv (t,)M (t) est.[tt X'(t)? + y'(t)* dt.

= Sur la courbe parameétrée far> p(0) la longueur de I'ardM (t,)M (t) est.[e9 p(8)> +p'(6)*d6.

Définition 3 : On appell@aramétrage normatle 'arc (I,f ) tout paramétrage tel que en tout point M(u)
| onaitm ()= 1.

Propriété: Soit un arc géométrique réqulige classe Ede paramétrisation (f, (t)). La courbe
paramétrée définie par la fonction vectorialle fos* a le méme support que. Alors I'abscisse
curviligne représente un nouveau paramétrage ceulde appelé paramétrage normal. En conséquence,

en tout point de ( Jy(s)) le vecteur tangent est normé (le paramétrage alararrespond donc & un
parcours de la courbe a la vitesse constante 1).

Définition 4 : Soit C un arc paramétré de clas$e @qulier orienté. On appelle :

" Vecteur tangent unitaireen un point M le vecteur =Z—M ;

S
" Vecteur normal unitaire N, le vecteur directement orthogonaf &;
. repére de Freneen M le repére orthonormé ( MT;,N ).
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[l . Propriétés du deuxiéme ordre.

2.1 Courbure et rayon de courbu@n se place en un point M(s) birégulier dof]éil—TS et

T sont linéairement indépendants. Soit I'angle (T,f), ona:

d_Tzﬂﬁz CN|; dN _ —ﬂfz -C T| (Formules de Frenet)
ds ds ds ds

da ds
Le réel C=d— est appelé&ourbure, Rzézd— est appeléayon de courbure
S o

Remarques

_dT
ds

» Le rayon de courbure est un rayon algébrique

est en fait g”(s). Ce vecteur est dirigé dansglessde la concavité de la courbe.

Calcul théorigue du rayon de courbure
= Supposons quE soit donnée par (x = x(t) , y = y(t) ) un pararadt de classe’COn a alors :

3
i X|2+ 12 E
le rayon de courbure R—S—-.=—(I - y)
a' xy'-x"y

= Supposons queé soit donnée par une équation polagre p(6) olip est de classe*COn a alors :

3

2 +p'2)2
le rayon de courbure RS :M
d(] p + 2p' _pp n

Définition 5 :
= On appelle centre de courbure en un point M(s)ghiiéf, le pointQ défini parMQ = R N
= On appelle cercle de courbure en M(s), le cercleetéreQ et de rayornRI.

2.2 Développées et développantes.
Définition 6 : On appelle développée d’un arc paramés@l, f ), 'ensemble des centres de courbures en
| M ar arc paramétré lorsque M décrit la coufbe

Théoréme 3 La développée dE est aussi I'enveloppe des normales.a

Définition 7 : Soient” et C deux courbes de classedd plan.
|| On dit quel” est une développante de C si C est la développEe d

Théoréme 4 Soit ¢ une courbe de classé @u plan. On note s une abscisse curvilignecs@(t) le point

courant dec et T le vecteur tangent unitaire €{(t) . Alors les développantes desont les courbes
définies par les paramétrages :

OM(t) =0Q(t) + (s, - s())T(t)

pour sL1R quelconque.

Remarques 3
" Les normales aux développantes sont tangentedévddoppée.

" Il N’y a pas unicité de la développante.
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