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An 10 - INTEGRALES MULTIPLES

1. INTEGRALE DOUBLE

1.1 Intégrale double sur un pavé

Définition 1:
L’intégrale double sur un pavé P = [a, b]x[c, d]Ré d’'une fonction f réelle ou complexe,

b| d
continue sur P, estﬁpf(x,y)dxdyz.[Df(x,y)dy}dx

Remarque I'aire de P se calcule en choisissant f :ﬂjp_ldxdy: A (P)

Théoreme de Fubini ;

La fonction f réelle ou complexe étant continuelsyrave P = [a, b]x|[c, d], on a :
b

jjpf(x,y)dxdy:j{jf(x,y)dy}dx:j[j f(x,y)dx}dy

a

Propriété 1 : Si f se décompose en f(x, y) = g(x) h(y), on a:

pr(x,y)dxdy{jg(x)dx}“ h(y)d%

c

1.2 Extension de la notion d’intégrale double — A plane

Définition 2 : On appelleompact élémentaireune partie D de P R 2 pouvant étre
définie simultanément par : D <ax< b, u(X)sy<v(x)ouparD: & y<d, rly)< x<s(y)
ouu,v:J[a, b]- R etr,s[c, dl- R sontcontinues.

Définition - Théorémes:
L’intégrale double sur un compact élémentaire DRtked’une fonction f réelle ou complexe,

continue sur D, eStJEIDf(x,y)dxdyzT{Vf)f(x,y)dy}dxzfr]y) f(x,y)dx} dy

al ux) cLr(y)

Remarqus :
i) Ce résultat est encore appelé théoréme de Fubin

ii) L’aire de D se calcule en choisissant f :jﬁ.Dzldxdy =A (D).

Propriété 2 :
Soient un compact élémentaire D @& et une fonction f réelle ou complexe, continuel3.
« AD)= O:IIDf(x,y)dxdy: 0

« L'application fH”Df(x,y)dxdyest une forme linéaire sur C(D, K)
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Propriété 3 : positivité et croissance
i)sif=0 surD anrs”Df (X,y)dxdy =0

i) si f<g surD anrs”Df (X,y)dxdy < ”D g(x, y)dxdy
ii) A (D)inf < ”Df(x,y)dxdysA(D) sug f

iv) O j jD f(x,y)dxdy< j jD [F(x,y) Odxdy

Propriété 4 : inégalité de Cauchy-Schwarz
2
Sif et g intégrables sur un compact éléementaide R 2 alors : (”D fg) < (”D fz)(”D gz)

Propriété 5 : effet d’'une symétrie
Soit D un compact élémentaire & admettant un élément de symétrie, c’est a ditié q
existe une symeétrie s et une paftide D telle que D A0s(d) etAns() est d’'aire nulle.

Alors si f(s(M)) = f(M) pour tout M(x,y)ID j ij(x,y)dxdy =2 j Lf(x,y)dxdy
si f(s(M)) = - f(M) pour tout M(x,¥)D j ij (x,y)dxdy = 0

[

1.3 Changement de variables dans une intégrale dolgb

Définition 4 . Soient U,V ouverts d& 2 et : U - V /O(x,y)dU, d(x,y) = (P(X,y),Q(X,y)).

On dit quep est declasse € sur U si P et Q sont de classksDr U.

|(—(>< y) (x y)\

On appellamatrice jacobiennede¢ sur U la matricel, (X, y) -| 30

|
|
Sy )

On appellgacobien ou déterminant jacobien de¢ le déterminant dey(X,y) noteJ

Théoréme :Soient U et V deux ouverts d&@2,¢ : U - V de classe € D etA deux
compacts élémentaires @2 tels que O U etA OV / $(D)=A .On suppose de plus que
I'ensemble des points dequi ont plusieurs antécédents est négligeable. 8i— R est une

application continue et bornée anrHA:f (x,y)dxdy=“.D f(¢(u,v))Odet(J(u,v))Cdudv.

Applications :
) X = pcodP
Passage en polairegdans le plan euclidien orienté}p: R2 - R?2, (p,0) — y = psing J=p

Remarque: le plus souvent on choisit D pour avpir= 0

Coordonnées elliptiquegdans le plan euclidien orienté)
b:R2- R?, (rB) > (x = arco$, y = brsird) J= abr

Changement de variables affine :(a,b,c,dJR*, ad - bez 0
¢:R2-5 R2,(uv)» (X=au+bv,y=cu+dv) J=ad-bc
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2. INTEGRALE TRIPLE

L’étude est similaire a celle de I'intégrale dmylyintégrale triple vérifie les mémes
propriétes :
i) Compact élémentaire compact cubable
i) [[[ 1dxdydz donne levolumede D

Théoréme de Fubini: f continue, bornée sur un compact cubable Rde
i) cas ou D est un pavé D = [ayh,b’] x[c,C’]

HJ.D f(x,y,z)dxdydz =J.:U:(J.:f (x,y,z)dz) dy} dx
ii) intégration par piles :cas o D ={(x, y, 2R 3, (x, y)Od et u(x, y)< z< v(X, y)}
d un compact élémentaire &2, u, v applications continues de-d R

JII, tocy.2pxayaz =JJ] [ (5 y 2 af axcy
iii) intégration par tranches cas o D ={(x, y, ZIR >, a<z< b, (x, ydd(z) }

d(z) un compact €lémentaire & pour tout zl[a,b]

I, fvmaviz =L 0y s )

Changement de variablede théoremest identique a celui des intégrales doubles

Passage en coordonnées cylindrique®©n appellesystéme de coordonnéaglindriques
d’un point M(x,y,zZJR * un triplet ,8,z) ou p,6) est un systéme de coordonnées polaires de

X = pcod
m projection orthogonale de M sur le plan (xOy) ofnient :Jy = psinB@ dans ce cad =p
z=12

Remarque : on pourra retenin passant en coordonnéadindriquesdans une intégrale
triple on remplacealxdydzpar Lp/Hpd&iz

En général on prengl = 0 etB8[0,2r]

Passage en coordonnées sphérique®n appellesysteme de coordonnées sphériqudsin
point M(x,y,z)JR 3, un triplet p,0,0) otip = OM etb est I'angle polaire de m projeté

orthogonal de M sur le plan (xOyyrignté directement) et est I'angle (ﬁk él\)l

Jx = psing coP
y = psing sird dans ce cag = -p°sind

Z=pcosp
Rq : on pourra reteniren passant en coordonnégshériquesdans une intégrale triple

on remplacelxdydzpar g2 [Eing/ tlpd @
En général on pren@0[0,2rjet ¢ O [0, 1] ainsi sip =0
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