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An 9 — Fonctions de plusieurs variables

| . EONCTIONS CONTINUES DE R P DANS R "

a) Applications coordonnées :

Soit f une application d@ de R " dansR ". On notera f : x=(x ..., %) > f(X) = (fi(x), ..., fu(X)).
Les applicationsf ..., f,, qui sont définies suR a valeurs dan®R , sont appelées applications
coordonnées de f.

Définition 1 : Soit f une application d@ de R dansR ", a1Q. On dit que f estontinueen a si :
Oe>0,00>0, ([x-d<a et x1Q)=|f(x)-f(aj<e.

Proposition 1 : Soient f une application d@ de R” dansR ", f = (f,, ..., f,) et alQ. Les assertions
suivantes sont équivalentes :
1) festcontinueena.

2) Pour tout k1[[1,n], fi est continue en a.
3) Pour toute suite (x d’éléments d& de limite a, la suite (fY), admet pour limite f(a).
4) Pour toute suite gkd’éléments d& de limite alIkO[1,n], (fi(x))nadmet pour limite {a).

b) Fonctions partielles :
Définition 2 : Soient f une application d@ de R” dansR"eta=(a ..., 3) 0Q.
Pour tout id[1,p], on note E={t OR / (&, ... 81, t, &1, ..., &)0Q }, on appelle i™fonction
E. - RP

partielle de f en a I'application £, :{
tf(t) =f(a,,..,a,_,,t,a, a)

i=1> > S+ 4y

Proposition 2 : Soit f une application d@ de R P dansR ", continue en a d@. Alors pour tout i
O[Lp] la i*™fonction partielle en a est continue en a

II. DIFFERENTIATION

a) Dérivée suivant un vecteur, dérivées partielles praiéres:

Définition 3 : Soient f une application d’'un ouvedtde R P dansRR ", alJQ et u un vecteur non
nul deRR P. On dit que f admet urdgrivée partielle en a suivant le vecteuretion noted f (a), la
dérivée en 0, si elle existe, de la fonction défir un intervalle | d® dansR " par :

t > fa+tw)OR", of ()= !ingw_

P
Définition 4 : SoientR " muni de la base {e..., ), Qun ouvert deR ", a=>ae/ald R, alQ,
i=1

et fdeQ dansR". Pour tout iJ[1,p], on appelleéme dérivée partielle premiede f en a, si elle

existe, la dérivée partielle de f suivant le vectet on note la noté f;(a) ou :—;(a).
- f(a,...,a+ t,.. f(a,...,a,.,a
soit: I (a)= imf@*t&)-f@_ f@ a* tpy f@,.a.,2
0X. t-0 t t-0 t
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Proposition 3 : Soient f une application d'un ouvetde R P dansR " et alJQ. L'application f posséde une

L . Of . . o .
dérivée partlellea—(a) si et seulement si pour toutCH[1, n], 'application coordonnées fle f admet une
Xi

dérivée partielleai(a). On a alors i(a) = ﬂ(a),%(a),---,afn (a
0X; 0x 0x 0% ox

b) Différentiation :

Définition 5 :

Soient f une application d2 de R P dansR " et adQ. On dit que f estifférentiableen a s'il existe :
1. Une application L linéaire diR P dansR ";

2. Un réel r>0¢ une application de B(0, r) \ {0N R P dansR ", vérifiant Ii[)n €=0

tels que pour tout h d P avec a + HIQ on ait f(a + h) — f(a) — L(h) §h]|(h).
On appelldifférentielle de f en a, et on note df(a) I'application L d’ou :
f(a + h) = f(a) + df(a)(h) 4h]e(h), Ii[)n €=0.

Théoréme 1 :Soit f une application d’'un ouvedt de R P dansIR ". Si f est différentiable en a @& alors f est
continue en a.

Propriétés 1 : Soient f une application d’un ouve@tde R P dansR " et adQ.

. Unicité: la différentielle, si elle existe, est unique.

L] Linéarité: Soient f et g 2 applications différentiables efl@ , p) OR 2, (\f + pg) est
différentiable en a et on a :M(+ pg)(a) =A df(a) + pndg(a).

. Applications Coordonnéed est différentiable en a ssi pour toutlf1,n], I'application
coordonnéesfest différentiable en a. De plus df(a) =(dj, ..., df(a)).

= Plan tangentSoientp=2,n=1etr={(x,y, 2 )0 R3/(x, y)OQ, z=f(x,y) },

alors.»={(x,y,2) OR*/ (x,y)0 Q, z=f(a, &) + df(a, a)(x-a,y-a) }
est le plan tangent a la surfageau point (g &, f(a;, @)).

Théoréme 2 :Soit f une application d’'un ouvet de R P dansR ", différentiable en un point a @&
Alors f admet toutes ses dérivées partielles presién a et de plus on a:

dfa): h=(h ..., h) > di@)h) = ihi o

o (a):(%f(aﬂh).

Définition 6 : Soient f une application de I'ouve®t de R P dansR " différentiable en@Q et
f1, ..., T, ses applications coordonnées.

1. On appellenatrice jacobiennale f en a, la matrice(d) =[gi(a)j , appartenant &, ( R ).
Xj I<isn ik igp
_ . _ . D(fy..nf,)
2. Si n =p on appellgéacobiende f en a le déterminant d¢a) noté :ﬁ(a).
Xy eeer X,

c) Applications de classe &:
Définition 7 :
1. Une application d’un ouvef® de R P dansIR " est ditedifférentiable sur Q si elle est différentiable en tout point de
Q

2. fest continiment différentiable s ou de classe'GurQ, si I'application df Q —.ARP, R"),
df :a— df(a) est continue.
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Proposition 4 : (Conditions suffisantes pour que f soit différentab
Soient f une application d’'un ouveetde R P dansRR " et allQ.

S'il existe un réel r >0 pour lequel toutes leswidés partielles.(;3i (i O[1,p]) sont définies sur B(a, r
X

et si de plus elles sont continues en a, alorsdiBférentiable en a.

Proposition 5 :
Soit f une application d’'un ouvet de R P dansR ". Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. L’application f est de classe' GurQ.
2. Pour tout id[[1, p]] est continue su®.

Il . QPERATIONS SUR LES FONCTIONS DE CLASSE C*

a) Combinaisons linéaires et produits :

Proposition 6 : Soient f et g deux applications d’un ouv@rtle R ” dansR " eta, B deux réels.
Si f et g sont de class€ 6urQ, alors (if + Bg) est de classel@urQ et

pour tout i0[[1, p], M;BQ) U B:—SsurQ.

Proposition 7 : Soient f et g deux applications d'un ouv@rtle R ” dansR " eta, B deux réels.
Si f et g sont de classe 6urQ, alors f.g est de classé §urQ et pour tout D[[l, p]],

d(fg) dg

= = _+f

0X; ox  0x

surQ.

b) Fonctions composées:

Proposition 8 : Soient f une application d’un ouve®tde R P dansR " et g une application d’'un
ouvertQ' de R "dans R ™ avec fQ)0Q". Si f et g sont de classé @spectivement s@ etQ', alors

gof est de classe'GurQ et pour tout J[[1,p[, a(go N Zn:ay f)‘; surQ.
=1 ¥k

Corollaire : Sous les hypothéses de la proposition 8, on alitégaiivante entre les matrices
jacobiennes y.da) = J(f(a)). J(a)

IV . DIEFEOMORPHISMES ET CHANGEMENT DE VARIABLES

Définition 8 : Soit f une application d’'un ouveq de R " sur un ouverQ'de R ".
| On dit que f est ug’-difféomorphismesi f est bijective et si les applications f étdont de classe'C

Proposition 9 : Soit f un C-difféomorphisme d’un ouvetd de R " sur un ouver' de R ". Alors :
i) f*estun &difffomorphisme d€’sur Q.
i) OadQ, df(a) est un isomorphisme d&" sur R " et son isomorphisme réciproque est :
df'(f(a)).

iii) Entre les matrices jacobiennes, on a latien : 3., (f(a) =(J(3)"

Proposition 10 : (Caractérisation des C-difféomorphismes)
f est un &difféomorphisme d€ surQ' « OalQ, J(a) est inversible
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Proposition 11 :

i) L'ensemble desffémorphismes est un espace vectoriel.
i) La composée de deuxdifféomorphismes est un‘@ifféomorphisme.

Définition 9 : On dit qu'un changement de variables est admissiti&st unC'-difféomorphisme

V. DERIVEES PARTIELLES D'ORDRE SUPERIEUR -APPLICATI ONS DE CLASSE ¢

a) Dérivées d'ordre supérieur. Théoreme de Schwarz :

Définition 10 : Soit f une application d’'un ouvest de R P dansRR ".

Pour tout (4, ..., i) D[[L p]]k, on appelleérivée partielle d’ordre kle f, si elle existe, et on
k K-
noteL, la dérivée partiellea— de la fonction 0™ -9 ---ii(f).
axik ---axil 6xik 5XiH --~0>q1 0>gk71 6)§2 6>§1

Théoréme 3 : (Théoreme de de Schwarz)
Soient f une application d'un ouvetde R " dansR ", all Q et (i, j) O[1 p]>. Si les dérivées

2 2
partielles d’ordre 2L et ot sont définies au voisinage de a et continues aloes elles sont
0x,0%, 0X;0%;
2
égales : ot =—02r
ox,0%  0%0x

b) Applications de classe €:

Définition 11 : Soient f une application d’un ouve®tde R P dansR "et kKON *, f est dite
declasse ¢ dansQ si toutes ses dérivées partielles d’ordre k sofinidé et continues su®.
f est dite de class€’GurQ, si pour tout entier k, f est de classs@ Q.

2 2
Remarque :on a donc ot (a) # ot (= fOC(9
0%0X% 0%0%

Propriétés 2 :Soit f une application d’'un ouvefx de R P dansR ".

. Sif est de classé‘GurQ alors, pour tout entier m[0,k], f est de classeBurQ .

= |P 2.2 L'ensemble des applications de clas§el€Q dansR " est unRR -espace vectoriel.

= |P 2.3 La composée d’applications de clas§eeSt une application de classe(§bus
conditions de compatibilité d’ensembles de défomi}i

Définition 12 :
Soit f une application d’'un ouvedt de R P sur un ouverQ' de R ",

On dit que f est ug*-difféomorphismesi f est bijective d€ surQ' et si les applications f et'fsont
de classe €
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Proposition 12 : (caractérisation des ¢-difféomorphismes)

Soit f une application de classé €un ouvertQ de R ? dansR ". Si f est un &difféomorphisme.
Alors :

1. f 1 est de classe*GurQ.

2. f est un E-difféomorphisme su®.

VI . EXTREMA LOCAUX DE FONCTIONS NUMERIQUES

Proposition 13 : (Formule de Taylor-Young)
Soit f une application de classé &ur une boule ouverte B(a, r) #&° dansR . Alors :

ofluf)

Il existe une quantité(||u||2), avec UJRP, qui vérifie lim W =0 ettelle que :
u-0 Iy

Oh=(h, ... ,h)OR P |[h|[<rona:f(a+h) -f(a)Eh —<a>+ zhhawj (ay ¢l i)
i=1 |J—1

Définition 13 :

Soient f une application d’un ouveétde R P dansR et alJQ . On dit que f admet un :

" Maximum en a siix 0Q, f(x) < f(a)

" Minimum en a siix 0Q, f(x) = f(a)

" Extremumen a si f admet un maximum ou un minimum en a

Définition 14 :

Soient f une application de classesdr un ouver de R ? dansR , a(0Q . On dit que a est ywoint
critique pour f si df(a) = 0, ce qui revient a dire que pimwt i J[[1, p], %(a): osurQ.

Proposition 14 : (C.N. pour qu’un point soit un extremum)
Soient f une application de classe €uir un ouver de R dansR et adQ .
a est un extremum local pour= a est un point critique de f

Remargue la réciproque est fausse.

On se limite & présent au cas p =2, on supposéegiale classe’Gsur un ouverf) de R ? dansR
et on note :

P o O of
r= (a)v S_axay(a)! _ayz

ox? &

Proposition 15: Soient f une application de classe €uir un ouverf de R > dansRR et &1Q un
point critique de fSi € —rt <0 , alors f admet un extremum local en a, de plus :

1. sir <0, fadmet un maximum local en a ;

2. si r>0, f admet un minimum local en a.
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