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An 7 — Séries de Fourier

I. SERIES TRIGONOMETRIQUES. On se place dans le cas ot B ou C.

Définition 1 : Soient (@) et (B) non+ deux suites d’éléments de K.

+00

UtOR, la série g+ Zay1 cosnt- B sinn est appelée série trigonométrique a coefficientet h.

n=1

Proposition 1 :

a) On ON *, I'application : t - u, (t) = a,cos nt + R sin nt est de classe™Csur R , et 2%
périodique.

b) Si la série trigonométrique définie préecédemmenteage pour toutfl R et a pour somme la

+00

fonction f telle f H=a,+ Zay1 cosntt h sinn, alors f est elle-mémeTRpériodique.

n=1
c) Sila série trigopnométrique converge pour tdufR vers f paire, alors On ON", b=0.

d) Si la série trigonométrique converge pour taulR vers f impaire, alors On 0N, 8,=0.

Notation particuliére dans C

OnON', ona: Wt =c, ™+ c,e™ avec : .(;:q‘_le" et ¢ 3+ ib,

n = .

Pour que les relations précédentes soient vrags paur n=0 , on posg & &.
n=+oo
La série trigonométrique s'écrit alorsz c,e€".

n=-o

Proposition 2 : Si les sériesy_|a,| et |b,| convergent, alors la série trigonométrique dméer

n=0 nz1

général W(t) =acos nt+ hsinnt converge pour toui R .

II. SERIES DE FOURIER.

Définition 2 :

Une fonction f a variable réell@re périodigue , est ditecontinue par morceauxsi elle est continue
par morceaux sur [01®, c’est-a-dire, s'il existe une subdivision finie;) de 0,21, telle que :
¢ f continue sur tout intervalle ouvert;] x.4[, Oi O [1, n-1].

¢ f prolongeable par continuité sur I'intervallg, [%.1].

On notera f (X) la limite & droite de f en un point x de la swislon et f (X)) la limite a gauche.

i[1,n]

Remarques :
* f ne posséde donc qu’'un nombre fini de disconténsir [0, 27.
« f est une fonction intégrable sur [G7]2

Définition 3 : Soit f une fonction a variable réellsx périodique, continue par morceaux surlR .
On appellesérie de Fourier associée a kR série trigopnométrique définie par :

/f\('[) =g+ Y a, cosnt+b, sinnt

nON*
) 121‘[ 121‘[ 1 2n
OuOnO N, a= =[f(t)cosntdt , b= = [f(t)sinntdt et & - [f(t)dt
Ty Ty 21y

Les coefficients get h, sont appelés coefficients de Fourier de la fonctio
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Remarques :
= f étant 21+ périodique, on peut intégrer sur tout interveie a+21.

= Sifestpaire,onalndN ,b,=0 etdnON , a,= E_[f(t)cosntdt eta= 1_[f(t)dt .
T[O T[O

T
» Sifestimpaire, onadnON, a=0 etdnON’, b, = gJ-f(t)sin ntdt.
T[O

= Les coefficients de Fourier ne changent pas sidlmenge la valeur de la fonction aux points de
discontinuité.

N ) 2m .
= f®=>u,®=ce" ot OnON, = %ij(t)e_mtdt_
0

n>0 n0Z

Définition 4 : Soit f une fonction a variable réellsx périodique, continue par morceaux surlR .

t

On appelle également série de Fourier associéla &drie trigonométrique définie pﬁcnem .
nZ

Les coefficients gsont encore appelés coefficients de Fourier @ienletion f.

Remarque : Deux fonctions différentegeuvent avoir la méme série de Fourier.

Théoreme 1 :Sif est une fonction a variable réellat périodique, continue par morceaux i
alors les suitega, ) s (0,) o (€ ) €1 €, ) des coefficients de Fourier convergent vers 0,

. CONVERGENCE D'UNE SERIE DE FOURIER .

Définition 5 : Une fonction f & variable réellerpériodique, est ditde classe Cpar morceaux si
elle est de classe'@ar morceaux sur [07®, c’est-a-dire, s'il existe une subdivision finig;) L]
de 0,21, telle que :

¢+ f de classe Esur tout intervalle ouvert Jxx..[, 0i O [1, n-1]

+ f prolongeable en une fonction de classes@r [, X.].

Théoréeme 2 :( de Jordan- Dirichlet) .

Soit f une fonction & périodique, définie suR , de classe Epar morceaux .
Alors, 0 x OR , la série de Fourier associée a f converge etiagpmme :

_ ) +1(xD)

+oo o
a + » a, cosnx b sinn= f(x) 5
n=1

O
Remarque :Si f est continue en X, alofyx)=

) +H0) g0
2
Définition 6 :

O
On dit que f est développable en série de Fourgow tout XIR , f(x) =f (x).

Théoreme 3 :Sous les hypothéses du théoréme de Jordan-Dirietlsitf est continue suR , alors
les séries numériqued_|a| et >|b | convergent.

n=0 n=1

Théoréeme 4 :Sous les hypothéses du théoréeme de Jordan-Dirietlsitf est continue suR , alors :

b
O(@bdRxR, If(t)dt s'obtient en intégrant terme a terme la sériea&iBr de f.
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V. GENERALISATION A UNE FONCTION T-PERIODIQUE.

Proposition 3 : Soit g une fonction a variable réelle, T- périodigoontinue par morceaux sBr.

L. . N L = . 211
La série de Fourier associée a g s'écgit ian cosm t h sinm , en posantto:?,

n=1

2F 2 ¢ . 17
ou OnON*, = —|g(t)cosmw tdi , b= = | g(t)sinrwtdt et = —|g(t)dt.
a T!g() b, T!g() a T{g()

V. STRUCTURE D'ESPACE PREHILBERTIEN

Soit G(R ) 'espace vectoriel réel des fonctions continugsmorceaux suR , a valeurs réelles, T-
T

périodiques. On définit sur;yCR ) le produit scalaire <f, g> ?rl—jf(t)g(t)dt.
0

Alors (G(R), <, >) est un espace préhilbertien.

o : : 1t
La norme associée a ce produit scalaire est dﬂ)‘rﬂ%;?jf “(t)dt .
0

Proposition 4 :
Soit fOO CGr(R), alors: ay=<f, 1>, @=2<f, cos mt> ; b, = 2<f, sinmot>, O nON*,

Soit fO C(C), alors: ¢, =< e™ , f> 0n0OZ (on remplaceR par C, I'espace vectoriel §C)

T —
étant munie du produit scalaire hermitien : <f,:g?r1-j f(t)g(t)dt).
0

Théoreme 5 :
= La famille de fonctions (& 1, (t— /2 cos mat), ., (t— /2 sin mat) ;.. ) est une base

orthonormale deCR ).
= La famille de fonctions (t€™) ., est une base orthonormale dgC).

Théoréme 6: Inégalité de Bessel.
Soit f0 C¢(K), ona pour tout il N :

2 1 2 2 2
" a| +§k2(|ak| +b )< f]* (k= R)

=1

k=n
= el <l k=C)
k=-n

o am
Remarque :Quand T = 2 I'inégalité se traduit pas’ +%Z(|ak|2 +|bk|2) Szij.fz(t)dt
k=1 mn 0

Théoréme 7: Formule de Parseval. Soit fO Cr(R) (resp. G(C)), ona:
= les sériesy a’ , > b? et n_Z:j|cn|2 convergent
n=0 n=1 n=-co
« @+1Y(a7+ 1) =—1j Emd et > ol =1]‘|f(t)|2dt
24 TY =" T
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