An64/2

An 6 — Intégrales dépendant d’'un parameétre

On se place dans le cas ou R=ou C.

l. CONTINUITE
a) Cas d'un segment :
Théoreme 1:

Soit f une fonction a valeurs dans K continue sur[A, b], ou A est un intervalle d& . Alors la
b
fonction g définie sur A par la relation g(x)jzf(x,t)dt est continue sur A.

b) Cas d'un intervalle quelconque :

Théoreme 2 :

Soit f une fonction a valeurs dans K continue surlAou A et | sont des intervalles d&, vérifiant
les propriétés suivantes :

. La fonction t+— f(x, t) a une intégrale absolument convergentd sur

= VB= [a,ﬂ] C A, il existe une fonctionp, continue, positive et intégrable sur | telle que
Ux, ) OBx 1:If(x, )l < @(t) (hypothése de domination).
Alors la fonction g définie par la relation g(x)L:f(x,t)dt est continue sur A.

Conséguence
Soit f une fonction a valeurs dans K continue surlAou A et | sont des intervalles d&.

S'il existe@, continue, positive et intégrable sur | telle qux, t) O A x | : If(x, )l < @(t),
alors la fonction g définie par la relation g(x)jlﬁ(x,t)dt est continue sur A.

Il. DERIVATION

a) Cas d’'un segment :

Théoréme 3 :(Formule de Leibniz)

Soit f une fonction & valeurs dans K continue sur[A, b], ou A est un intervalle d& .

On suppose que f admet une dérivée part%tlla:ontinue sur X [a, b].
X
Alors la fonction g définie sur A par la relatio(xy)= Lbf(x,t)dt est de classe’Gur A et

Ox DA, g'(x) = j:%(x,t)dt.
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b) Cas d'un intervalle quelconque :

Théoréeme 4 :

Soit f une fonction a valeurs dans K continue surlAou A et | sont des intervalles d®, vérifiant
les propriétés suivantes :

. Lx OA, la fonction t— f(x, t) a une intégrale absolument convergentd.sur

. vVB= [a,ﬁ] C A, il existe une fonctionp, continue, positive et intégrable sur | telle que

O(x, ) OBx I:If(x, )l < @(t) (hypothése de domination).

" f admet une dérivée partiel.?— sur Ax | satisfaisant les mémes hypothéses que f.
X
Alors la fonction g définie sur A par la relatiofxy= L f(x,t)dt est de classe'Gur A et

Ox OA, g'(X) = j. %(x,t)dt.

Conséguence
Soit f une fonction a valeurs dans K continue surlAou A et | sont des intervalles d&.

S'il existe@etd, continues, positives et intégrables sur | taijes :

L(x, ) DA X | If(x, ) < @t) et %(x,t) <¢(t)

alors la fonction g définie par la relation g(x)_[;f(x,t)dt est de classe’@ur A et

Ox OA, g'(X) = jl %(x,t)dt.

M. INTERVERSION D'INTEGRALES

Théoreme 5 :(Théoréme de Fubini)
Soit f une fonction & valeurs dans K continue s[4, b], ou A est un intervalle d& .
b

Alors pour tout segment [c, d] A : J‘CdU;f(x,t)dtdezj Ujf(x,t)dx}dt :
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