Analyse 12. 1/5

FONCTIONS de 2 VARIABLES REELLES

1. ESPACE R?

1.1 Normes usuelles

de R2sur R telle que :

Définition : On appelle norme sur R 2 toute application
M [ x]=0= x=0
@ | ax|=Ial] x| vXerzvieR
3 | x+y| < | x|+ Y| VX Ve RxR?

Proposition : i) “ OR:| =0
i) vXe Rz | X | 20
i) VX, Ve R2xR2, | Xy | 2| | x| -] Y| |

Définition :

® On appelle distance associée a lanorme | « | , 'application d de R2xR?2 vers R,
définie par d(X, Y) = X- Y| .
e On dit qu'une partie A de R 2 est bornée pour la norme

par N(A)={ | X

si I’ensemble N(A) défini

, YE A } est une partie bornée de R ,.

Théoréme 1 : ( normes usuelles ) Pour tout x =(x1,x2)€ R2, on note
” XH1= xi |+ x|
1
| x|.=(xd+xd)

” X ”w = Max( | X1

X2|).

. sont des normes sur R 2 (

b

Les applications , est appelée norme

euclidienne).

1° 2>

Remarque : ces définitions s’étendent 2 R ?, et plus généralement 2 R" (n >2).

Définition : On dit que 2 normes N et N’ définies sur R 2 sont équivalentes si :
3 (o, B)e(R)? / VXe R2, aN(X) < N’(X) < BN(X). On note alors : N ~N’

Remarque : ~ est une relation d’équivalence.

|Thé0réme 2 : les 3 normes usuelles sur R 2 sont équivalentes.

1.2 Parties ouvertes de R 2

Définition : Soient ac R2 re R, et une norme sur R 2. On appelle :

Boule ouverte de centre a et de rayon r 1’ensemble B, (a, 1) ={ xe R2 | x-a “ <r}.
Boule fermée de centre a et de rayon r I’ensemble B¢(a, r) = {xe R2,| x-a H <r}.
Sphere de centre a et de rayon r 1’ensemble S(a,r) = {xe R2, | x-a H =r}.
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Définition : Soit Ac R2 On dit que A est une partie ouverte de R 2 si :
vVxe A, dr>0tel que B, (x, 1) C A.

Remarques :
e Toute boule ouverte est un ouvert.
e Une partie ouverte pour une norme 1’est aussi pour les autres normes usuelles.

2. FONCTIONS de 2 VARIABLES

2.1 Limites d’une fonction de R2— R
Définition : Soit f une applicati_on définie sur un ouvert U de R2 et a valeurs dans R.
On dit que f a pour limite L (Le R)ena (ac R?)si:
vee R.,3ne R, vxeU, | x-a| <n= [fx)-Ll<e.
On dit que f a pour limite + c en a si:
VYAe R ,3Ine R, VxeU,| x-a| <n=fx)>A.

Remarques :
¢ Lanotion est indépendante de la norme choisie.
e La limite, si elle existe, est unique.
e Les propriétés des limites des fonctions d’une variable réelle peuvent s’ étendre aux
fonctions de R2 — R , (encadrement, ...).

2.2 Continuité d’une fonction de R2>R

Définition : Soient f une fonction définie sur un ouvert U de R 2 et a valeurs dans R et ac U.
On dit que f est continueen a si:

vee R, Me R, /VxeU, | x-a| <n= [fx)-f@)<e.

Remarque : f est continue en a si et seulement si limf = f(a).

Définition : Soit f une application d’un ouvert U de R2vers R.
On dit que f est continue sur U si f est continue en tout point de U.

Proposition 1 : Soient fetg 2 fonctions continues sur un ouvert U de R2 vers R.
f+g,Af (Ae R)etf.g sont continues sur U.
Si g ne s’annule pas sur U, f/g est continue sur U.

2.3 Continuité partielle
Définition :
Soient Uunouvertde R2etf:U — R
x,y)— f(x,y).
®  On définit f(  , b) 'application partielle définie sur I’ensemble A des réels x tels que

(x,b)eU par: x> f(X,b) (y estfixé, on obtient une fonction de R vers R de variable x ).

® On définit f( a, ») I’application partielle définie sur I’ensemble B des réels y tels que
(a, y)eUpar:y— f(a,y).
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Proposition 2 : Si f est continue en (X, yo)€ R 2, alors les fonctions partielles sont continues
aux points correspondants.

Remarque : la continuité des applications partielles n’implique pas la continuité.

2.4 Fonctions de R2 — R 2, limites et continuité
Définition : Soit f une aprlication d’un ouvert U de R2vers R?2
® Onditque f admet L (Le R ?2) pour limite en a si :
Vee R, ,3Ne R, ,VxeU | x-a| <n=| f0-L| <e
e Onditque f estcontinueen a ,acUsi:
Vee R, ,Ie R’ ,vxeU | x-a| <n=| fx)-fa| <e

Remarque : on peut étendre ces définitions a f application de R" vers R”.

Théoreéme 3 : Soit f une application d’un ouvert U de R 2 vers R? de la forme :
x B (fix), f2(x))
i) f admet L = (Ly, L) pour limite en a si et seulement si limf, =L, et limf, =L,.

i1) f continue en a€ U si et seulement si f; et £, sont continues en a.

Théoréme 4 : toute application linéaire de R sur R? est continue (p > 1,q > 1).

Proposition 3 : (composition) Soient f: R" >RPetg: RP? — R avec f continue en a et
g définie au voisinage de f(a) et continue en f(a). Alors : gof est continue en a.

X = pcosH

Remarque : on utilise alors souvent le changement de variables { )

qui est continue
y = psin®

sur R 2 pour montrer la continuité en (0, 0).

3. DERIVEES PARTIELLES de FONCTIONS de Bz - R

3.1 Dérivée suivant un vecteur , dérivées partielles

Définition : Soient U un ouvert de R2, f: U — R, aecU et he R2\{(0,0)}.
On dit que f admet une dérivée en a suivant le vecteur h si:

On:t — f(a+th) estdérivable en 0.

1
Alors @’ (0) :lirglz(f(a + th) - f(a)) est appelé dérivée de f en a suivant le vecteur h.
t—
On note Dypf(a)=@y’(0).
Définition : Soient U un ouvert de R2, f: U - R etaeU.

e On appelle dérivée partielle de f par rapport a la premiere (resp. deuxiéme)
variable en a, si elle existe, la dérivée de f en a suivant le vecteur (1,0) (resp.

0,1)).
of of
e Onlesnote Dif(a)==1() et Dyf(a)=—=—2{(a).
ox ay

Remarque : sous réserve d’existence, pour a = (a.,f) :

1
Df(a) = Lim - (f(ow+ t,p) - f(o,B)) = (f(+,p))’ (o)
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of of
Définition : On appelle fonctions dérivées partielles les fonctions —=—

ox %
définies sur une partie de U et a valeurs dans R.
3.2 Applications de classe C'

Définition : Soient U un ouvert de R2et f: U >R admettant des dérivées suivant tout
vecteur h.

Si, pour tout vecteur h, x > Dyf(x) est continue sur U, alors on dit que f est de
classe C! sur U.

Théoreme 5 : Soient U un ouvertde R2 et f: U — R.
Sif admet des dérivées partielles continues sur U alors f est de classe C' sur U.

Théoréme 6 : Soient U un ouvert de R2,f: U — R de classe C' sur Ueta= (ar, ap)e U.
i) Il existe une application € de R2 — R telle que :

of of
fark haxha) = @)+ b 5@ +ha 5o (@) + | (iho) | ethiho)
avec lim €(h;,hy) =0.
(h{,h,)—(0,0)
On dit que f admet un développement limité d’ordre 1 en a.
of

g (a).

f
ii) f admet une dérivée selon tout vecteur h et : Dpf(a) = h; g(a) +hy

|C0rollaire :si f estde classe C' sur U alors f est continue sur U.

Définition : Soient U un ouvertde R2et f :U — R une application de classe C'surU
pour tout a de U, 'application linéaire R 5 R

of of
(hi,hy) = hy x (a) + hy
X

g (a)

est appelée application linéaire tangente a f en a, ou différentielle de f en a
et notée d,f ou df(a).

Notati df —afd +—afd
n:df = :
otatio oy % o y

Définition : Soient U un ouvert de R2et f une application de classe C' sur U.
H On appelle gradient de f le vecteur : grad f= Vf = [?%] .
X 0y

Remarque : dans le plan euclidien R 2 on a : Dyf(a) = df(a)(h) = (grad f (a) |h ).

Proposition 4 : (propriétés algébriques)
Soient U un ouvert de R?2, fet gde Udans R de classe C!sur U. Alors :
f+g, M (Ae R), fg sontde classe C!sur U.
Si g ne s’annule pas sur U, f/g est de classe C' sur U.

Remarques : grad (f + g) = grad f + grad g et grad (f g) =f grad g + g grad f.
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Proposition 5 : (composition)
Soient I un intervalle de R, U un ouvert de R?2, uet v 2 applications de [ dans R de classe
C' sur I telles que Vtel, (u(t),v(t)eUetf: U —> R declasse C' sur U.

Alors g: 1 — R définie par g(t) = f(u(t),v(t)) est de classe C'surl

of of
et Viel, g'(t) = u’(t) &(u(t),v(t)) +Vv'(1) g(u(t),v(t)).

Proposition 6 : Soient U un ouvertde R2, f: U—> R ,x,y: R2— R et gapplication de
R2vers R définie par g(t;,tr) = f(x(t1,t2), y(ti,t2)). Si f, x et y sont de classe C! alors gestde
classe C! etﬁ = a—fxﬂ + a—fxﬂ i€{l,2}.

ar, dx dt, dy dt,

1

3.3 Extremum
Définition : Soient U un ouvert de R2etf: U — R.
¢ Onditque f admet un maximum local en a si: Jre Ri / VxeB(a, ), f(x) <f(a).

¢ Onditque f admet un maximum local strict en a si: Jre ]Rf+ / VxeB(a, r)\{a},
f(x) < f(a).

Remarque : de méme pour un minimum.

Théoreme 6 : Soient U un ouvertde R2, f: U— R et aeU.
Si f admet un extremum local en a et des dérivées partielles en a alors :

of of

—(@)==—(@)=0.
ox @ dy ()
(e <o of , Lo
Définition : Lorsque a—(a) = a—(a) =0 on dit que a est un point critique.
X y

4. DERIVEES PARTIELLES D’ORDRE k >2
¢t o [ o )
axikaxik_]n-axi] - axik Laxik_ln-axilJ

Par récurrence on définit : pour k > 2.

Définition : On dit que f est de classe C"* sur un ouvert U de R? si pour tout systeme de k

o“f
indices (iy, iz,..., i) pris dans {1,2} la dérivée partielle existe et est continue.
ox; 0x; +-0X;
Remarques :
1) On dit que f est de classe C~ sur U sif est de classe C*sur U pour tout k > 2.

11) Si fetg sont de classe C* sur U,alors: f+g,fgetAf sontde classe C¥sur U.

Théoreme 7 : Schwarz
Soient U un ouvertde R2etf: U — R de classe C2sur U.

02f 02f
Alors : ——

dyox - oxady
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