Analyse 11. 1/2

EQUATIONS DIFFERENTIELLES (compléments)

1. DEFINITIONS

Définition :

e On appelle équation différentielle d’ordre n (ne N*) une équation de Ila
forme :f(x,y,y’,. . .,y(“)) =0 ou y est une fonction (inconnue ) de la variable réelle x, a
valeurs dans K avec K= R ouK= C.

e On appelle solution d’une équation différentielle sur un intervalle I toute fonction ¢ n
fois dérivable sur I telle que Vxe I, f(x,Q(X), 0’ (X),0ee, ™ (x))=0.

e Résoudre (ou intégrer) une équation différentielle c’est chercher 1’ensemble des
solutions.

¢ On appelle courbe intégrale la courbe définie par y = @(x) ol @ est une solution.

e (as particulier : équation y’ = f(x,y) , les courbes intégrales ont en chacun de leurs
points une tangente de coefficient directeur f(x,y).

2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES du 1° ORDRE

2.1 Définitions

e Soient a, b, ¢ des fonctions continues sur un intervalle I de R. On appelle équation
différentielle linéaire du 1° ordre , toute équation de la forme :

a(x)y’ + b(x)y = c(x).
e Lorsque 'ona y’=a(x)y + b(x) on dit que 1’équation est « sous forme normale ».

2.2 Résolution de I’équation v’ = a(x)y

Théoreme 1 : Soit a une fonction définie et continue sur un intervalle I de R a valeurs dans
K(K=R ouC).
L’ensemble Sy des solutions de H : y’ = a(x)y est un espace vectoriel sur K et :

Su={f:Io5K,x—>1e """ | AeK .

2.3 Résolution d’une équation compléte (avec second membre)

Soient aetb 2 fonctions continues d’un intervalle I de R a valeurs dans K.
E 1y =aX)y + b(x) S I’ensemble des solutions de E sur I
H: y’ =ax)y Su --- -—- Hsurl

Théoreme 2 :la solution générale de E est la somme de la solution générale de 1’équation
sans second membre H et d’une solution particuliere de 1’équation complete E.
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2.4 Méthode de la variation de la constante

Méthode : h étant une solution de 1’équation sans second membre associée a y’= a(x)y + b(x)
on cherche une fonction A telle que Ah soit une solution de I’équation compléte. On est ainsi
ramené a un calcul de primitives.

2.5 Equation avec conditions initiales

Proposition : Soient a et b 2 fonctions continues de I vers K, xoe I et ype K. L’équation
y’ = a(x)y + b(x) admet une solution unique f vérifiant f(x¢) =y .

3. EQUATIONS a VARIABLES SEPARABLES, HOMOGENES

3.1 Equations a variables séparables

Equations de la forme a(x) = y’b(y) :
on remarque que y’b(y) = (B(y))’ ou B est une primitive de b.

3.2 Equations homogénes

Equations de la forme f(z,y’) =0.
X

On pose alors y=tx (t:x — t(x)=y(X)/x).
On se ramene ainsi a une équation a variables séparables.
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