Analyse 8. 1/5

An.8 DERIVATION

Soient I un intervalle de R contenant au moins 2 points et f une application de I vers R.

I. DEFINITIONS (rappels)

Définitions 1 : Soit a € 1.

fla+h)—f(a)
h

est alors notée f ’(a) et appelée nombre dérivé de f en a.

. . . .. flath—-f(a) . .
e On dit que f est dérivable a droite en a si ) lim . p existe et est finie;

e Ondit que f est dérivable en a si }]m(} existe et est finie; cette limite
-

cette limite est alors notée f', (a) et appelée nombre dérivé a droite en a.

. iy s .. Sflath)—f(a) . .
® On dit que f est dérivable a gauche en a si ) lim . p existe et est finie;

cette limite est alors notée f', (a) et appelée nombre dérivé a gauche en a.

Remarques :
e festdérivable en a si et seulement si f', (a)=f" . (@)
e . A (OO {C:) .
® On aaussi f dérivable en a si et seulement si : Xlgla —— existe et est finie.
X—a

Définition 2 : Si f est dérivable en tout point d’un intervalle I on dit que f est dérivable sur I

d
etla fonction: I — R est appelée fonction dérivée de f (notée f’ ou Df ou d—f).
X

X b f(x)

II. PROPRIETES

Proposition 1 : Si f est dérivable en a alors f est continue en a.

Remarque : La réciproque est fausse.

Proposition 2 : Si f est dérivable en a, alors (Cy ) admet au point d’abscisse a une tangente
d’équation : y - f(a) = f ’(a)(x - a).

Remarques :

e Un vecteur directeur de la tangente est :f)( 1,f’()).
Sif est dérivable a droite (resp. a gauche) en a , (Cr) admet une demi-tangente a
droite (resp. a gauche) au point d’abscisse a.
fla+h)— f(a)

e Si P a pour limite +o0 ou - o quand h tend vers 0 (ou 0%, ou 0") on

admet que (Cy) a une tangente (ou une demi tangente) verticale en le point (a, f(a)).
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Proposition 3 : Soient f et g 2 fonctions dérivables sur un intervalle 1. Alors :
(1) f+ g estdérivablesurl et (f+g) =f"+¢’
(2) af (acR)estdérivable surl et (af)’ = af”’
(3) fg estdérivablesurI et (fg) =f'g+fg’

(4) sifnes’annule pas sur I, 1/f est dérivable sur I et (%j‘ = _f—fz
(5) si g ne s’annule pas sur I, /g est dérivable sur I et (ij' = @
8 8

Remarque : Soient f, f,,..., f, des fonctions dérivables sur I (n = 2). Alors f, X f,x--Xf,

est dérivable sur I et (f, X f,x:-Xf,) = Z(fl X fyXe o X f," XX ).
i=1

Proposition 4 : Composition de fonctions dérivables.
Soient f dérivable sur I et g dérivable surJ avec f(I)  J. Alors :
gof est dérivable sur I et (gof)’ = (g’of) f°.

Applications :

1. Si u dérivable sur I et ne N * alors : u" est dérivable sur I et (u")'=nu""u'.

2. Soit u dérivable sur I et ne s’annulant pas sur I . Alors f = Inlul est dérivable sur I

u
et (Inlul)’ = ;

Proposition 5 : Fonctions réciproques.
Soient f une fonction continue strictement monotone de I sur J=f(I) et aeI tel que f
dérivable en a avec f’(a) # 0.

Al ! est dérivabl b =fi ) =———.
ors f est dérivable en (a) et (f)(b) )

ITII. DERIVEES SUCCESSIVES

3.1 Définitions

e Sif estdérivable sur I et f’ est dérivable sur I on dit que f est deux fois dérivable sur I

et on note f °’ la dérivée de .
e Par récurrence on peut ainsi définir la dérivée n*" comme la dérivée de la dérivée
(n—1)*" et on dit que f est n fois dérivable sur I: f® = (") enposant f* =f
d"f
dx"
* [’ensemble des fonctions n fois dérivables sur I estnot¢ D, (I, R).

e Ondit que f estindéfiniment dérivable sur I si f est n fois dérivable sur I pour tout n
de N.

Onpeutnoter f™ ou  D'f ou
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3.2 Exemples : Vpe N

VxeR : ()P =e , (sin)”(x)=sin(x+ p%) et (cos)” (x) = cos(x+ p%)

Voae R\N,Vxe R, : (x*)® =a(a—1)---(at—p+1)x*".

!
si 0<p<n (x"H)? = n wr

—X
Vne N : (n—p)!
si p>n (x"H" =0

3.3 Formule de Leibniz

Théoréeme 1 : Soient f et g 2 fonctions n fois dérivables sur I (ne N). Alors fg est

n !
dérivable n fois surI et (fg)™ = Zcif(k)g(n_k) , o C; :[Z] =

T Kln—k)!

k=0

3.4 Classe d’une fonction

Définitions :

Soit ne N . On dit que f est de classe C" sur Isi:
i) f est n fois dérivable sur I.
i) f ™ est continue sur 1.
On dit que f est de classe C” sur I si f est indéfiniment dérivable sur 1.

Remarques :

Pour ne NuU{+eo}, onnote C" (I, R) I’ensemble des applications de classe C" de I
dans R.

Une fonction de classe C° sur I est une fonction continue sur I.

Une fonction peut étre n fois dérivable sur I sans étre de classe C" .

Proposition 1 : la somme, le produit, le quotient (dont le dénominateur ne s’annule pas) de

fonctions de classe C" sur I est de classe C" surI (ne NuU{+})

Remarque : Les fonctions polyndmes, sinus, cosinus, exp,..., sont de classe C” sur R.

Proposition 2 : Si feC" (I, R)etge C" (f(I), R) alors gofe C" (I, R) ol ne NuU{+oo}

IV. THEOREMES DE ROLLE ET DES ACCROISSEMENTS FINIS

4.1 Extremum local

Définition : Soient f définie sur un intervalle I et aeL

f admet un maximum (resp. un minimum) local en a s’il existe un intervalle ouvert J
de centre atel que : Vxe INJ {(x) <f(a) (resp. f(x)=1(a))

Théoreme 1 : Soit f définie sur un intervalle ouvert I, dérivable en aelL

Si f admet un extremum local en a alors f’(a) = 0.
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4.2 Théoréme de Rolle

Théoréme 2 : Soit f une fonction continue sur [a,b] (b # a), dérivable sur Ja,b |
telle que f(a) = f(b). Alors dce]a,b[ tel que f’(c)=0.

Application : Si de plus f(a) =f(b) =0, alors Ice]a,b[ telque f’(c)=0.
Donc entre 2 zéros de f , il existe au moins un zéro de f’.

4.3 Théoreme des accroissements finis

Théoreme 3 : Soit f une fonction continue sur [ a,b] (b # a), dérivable sur Ja,b[.
Alors dce]a,b [ tel que f(b)-f(a)=(b-a)f’(c).

Corollaire : Inégalité des accroissements finis.

Soit f une fonction continue sur [a,b ] (b# a), dérivable sur ] a,b[.
S’il existe Me R , tel que Vxe]a,b], | f’(x) | <M.
Alors V(x,,x,) € ([a,b]? [f(x,)—f(x,)| < Mlx, = x,|

4.4 Applications

Soit / un intervalle de R. On note /I D’intervalle I privé de ses extrémités éventuelles.

Théoréme 4 : Dérivée et sens de variation.
Soit f continue sur / dérivable sur [ .

(1) f est constante sur / sietseulementsi f =0sur 7.
(2) f est croissante (resp. décroissante ) sur / si et seulement si £ >0 (resp. > <0)

sur [ .
(3) f est strictement croissante (resp. décroissante) sur / si et seulement si £’ >0

(resp. > <0 ) sur I etne s’annule qu’en des points isol€s.

Théoreme 5 : Prolongement de la dérivée.
Soit f continue sur [ a, b | et dérivable sur | a, b [ (b>a).
e Si f’ admet une limite finie a droite en a alors f est dérivable a droite en a et
£',() = lim f'(x)

. . fx)—1(a)
e Si lim f'(x) =+oo (resp.—o0) alors lim ————— = oo (resp. —o0)

x—a X—a

Remarque : Si f est continue sur [a,b], de classe C! sur ]Ja,b[ et telle que limf "=¢e R,

alors f est de classe C' sur [a,b].

Théoréme 6 : Extension du théoreme de Rolle.
Soit f continue sur [ a, + oo [, dérivable sur | a, + o [ et telle que lim f = f(a).

Alors il existe ce]a, + oo [ tel que f’(c) =0.
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V. FONCTIONS CONVEXES

5.1 Définitions
Définition :
¢ Un ensemble E est dit convexe si : V(A, B)e (E)? le segment [AB] est inclus dans E.
e Une application f définie sur un intervalle I est dite convexe si :
V(a,b) € 12, VA € [0,1], f(Aa + (1 - A)b) < Af(a) + (1 - AM)f(b) .

e fest dite concave si (—f) est convexe.

Remarques :
e Cette définition est équivalente 2 : V(x, y)e 2, V(A,4) € ([0,1])? telsque 4+ 4, =1
FAx+AY) SAf()+ AL ().
¢ Une fonction f est convexe si sa courbe représentative est au dessous de ses cordes.
e fest concave si sa courbe représentative est au dessus de ses cordes.

5.2 Propriétés

Proposition 10 : Soit f définie sur un intervalle I.
Les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) f est convexe surl.
(2) La partie Epi f du plan située au dessus de C, (épigraphe de f) est convexe.

(3) Tout arc de C; est sous sa corde.

Proposition 11 : f est convexe sur I si et seulement si pour tout a€ L, la fonction
f(x)—f(a
., foo—f@
X—a

est croissante sur I\{a}.

Proposition 12 : Soit f dérivable sur un intervalle 1.
1) festconvexe sur I si et seulement si f’ est croissante sur I.
ii) f est convexe sur I si et seulement si C; est au dessus de chaque tangente.

Proposition 13 : Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle 1.
f est convexe sur I siet seulementsi f’>0 surl.

Proposition 14 : Inégalité de convexité.
Soit f une fonction convexe sur un intervalle I.

Pour (x;) €I',(4) €(R,)" telsque i/ll =1 ona f(i/llxi) < Zn:/lif(xi).
i=1 i=1 i=1

5.3 Point d’inflexion

Définition : Lorsque C, traverse sa tangente en un point M, (X,,f(X,)), le point M, est
appelé point d’inflexion de C,.

Proposition 15 : Si la fonction f est deux fois dérivable sur I et si f >’ s’annule en changeant
de signe en X, € I, alors M (X,f(X,)) est un point d’inflexion de C,.

Jacques Delfaud ICAM Toulouse Math Sup



