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AN. 7 : Limites

Dans ce chapitre on considere des fonctions de R vers K (K=R ou C) définies sur une partie
D qui est un intervalle de R contenant au moins deux points ou une réunion de tels
intervalles.

I. Notions de limite

Définition 1 : (Limite finie) Soient f € K et¢e K.
e Soitae D.On dit que f admet ¢ pour limite en a si:
Vee R, Joe R’ / VxeD, (|x-al<a = |fx)-¢l<e).
On note lign f=¢ ou Ilimf(x)=¢

X—a

e Soit f définie au voisinage de + oo (resp. - o), on dit que lim f=¢ si:

Vee R ,3Be R’ /VxeD, (x 2B (resp. x <B) = |f(x)¢|<¢).

Proposition 1 : silimf =¢etlimf=¢alors¢=¢

Proposition 2 : siaeD et limf= ¢ alors f(a)=¢

Définition 2 :

On dit que fadmet ¢ pour limite a droite enasi f|,, , ., apour limite ¢en a.

On dit que fadmet ¢ pour limite a gauche en a si f ‘ a pour limite ¢en a.

] -00,a[ND

Onnote lim f(x) = lim f la limite a droite en a et lim f(x) = lim f la limite a gauche.

Xx—a at x—a a
> <

Proposition 3 :
SiaeD alors limf=€<:) lim f=lim f = f(a) = ¢

SiagD alors limf=¢ < limleimfzé

Définition 3 : Limite infinie en I’infini
Soit f définie au voisinage de + oo
On dit que lim f=+ si: VAe R, ,3Be R’ /VxeD,x>B = f(x) > A.

De méme en - o ou pour lim f = - oo,
+oo

Définition 4 : Limite infinie en une valeur finie
Soient f une fonction définie sur une partie D de R et ag D tel que a soit une
extrémité d’un intervalle de D. On dit que :

limf=+o0 si: VAe R, ,Jae R’ /VxeD,

a

De méme a gauche et a droite en a ou pour lim f = - oo
a

x—a| <oa=1fx)>A.
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2. OPERATIONS sur les LIMITES
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Quand x tend vers a (fini ou non)

Somme :
si f a pour limite : et si g apour limite : alors f+ g a pour limite :
/4 A (+e
¢ + oo + oo
/4 - oo - oo
+ oo + oo + oo
- o - oo - oo
+ o - o on ne peut conclure
Produit :
si |l a pourlimite: | et silgla pour limite : alors If g | a pour limite :
l A (e
(+0 + oo + oo
+ oo + = T >
0 + oo on ne peut conclure

Quotient :

(g ne s’annulant pas au voisinage de a)

si |[fl a pour limite :

et silgla pour limite :

alors | f /g | a pour limite :

¢ ¢+ 0 el

¢+0 0 + o
0 0 on ne peut conclure
¢ + oo 0

+ oo ¢ + oo

+ o + o on ne peut conclure

Théoréme 1 : Soient (a, b, c)e (R )?, fet g deux fonctions numériques telles que gof soit

définie au voisinage de a ( sauf peut-€tre en a ).
Si limf=b et lign g=c alors limgof=c

3. INEGALITES- MONOTONIE

Théoréme 2 : Soientac R, f et g telles que f < g au voisinage de a.
Silimf=¢etlimg=¢" alors (<¢'

Silim f=+c alors lim g= +

a

a

(¢. ¢ réels)

Remarques :

e si f<gauvoisinagedea et (limf=¢ et lim g =¢") alors on a encore ¢<¢".

. f<g;§e<e',
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Théoréme 3 : ""Thm des gendarmes"
Soient f, g et h 3 fonctions telles que f < g <h au voisinage de a (ac R).
Si lim f=1limh=¢ alors gadmet unelimiteena ctlimg=¢ (€ R).

a a

Proposition 4 : Soient ¢, m, M réels et ac R.

Si limf=¢ avec m< ¢ <M, alors au voisinagede a ona:

a

m<f<M

Proposition 5 :
si lim f=0 et g bornée au voisinage de a alors lim fg=0

Théoreme 4 : Soit f une fonction définie et croissante sur Ja, b [, alors:

(i) f admet une limite a gauche en b et :

si f est majorée sur ] a, b [ alors lim f=sup f
b Ja,b[

si f n’est pas majorée alors lim f=+ oo
I

(ii) sic € ]a, b[, alors f admet une limite a droite et a gauche en c et
lim f <f(c) < lim f

Remarque : de méme a droite en a lorsque f est décroissante sur ]a, b|[.

4. QUELQUES LIMITES CLASSIQUES

a) Avec les fonctions sin et tan :

im2 o1 et lim Rt o
x—0 X x—0 X
b) Avec les fonctions In et exp :
. e -1
lim Ind+x) =1 et lim ¢ =1
x—0 X x—0 X
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S. BRANCHES INFINIES

5.1 Asymptotes, branches paraboliques : définitions

Asymptotes :
o Sif(x)=ax +b+e(x)avec lim £(x) =0 ou lim £(x) =0, alors on dit que la droite
X—>+o0 X—>-00
d’équation y =ax +b est asymptote a C,

® Silim f(x)=2c0 ou lim f(x)=zoeo
On dit que la droite d’équation x =a est asymptote a C,
o Sif(x)=g(x)+eXx)avec lim &(x)=0 (ou lim &(x) = ()) alors on dit que C; et C,

sont 2 courbes asymptotes au voisinage de 4o (ou -oo)

Branches paraboliques :

f(x
e Si ‘ l‘im fx) =t on dit que C; admet une branche parabolique de direction (Oy).
x|+ X

f(x
e Si ‘ l‘im % =a et ‘ l‘im (f(x) —ax) =teo ondit que C,; admet une branche

parabolique de coefficient directeur a.

5.2 Méthode de recherche

si lim f(x)=zco

| x| >+o0
(a#0)

lim el

[x|>+e0 X

/

‘ l‘im fx)—ax)=b ‘ l‘im (f(x) —ax) = oo

A\ 4 l A\ 4 \4

D:y = ax +b| [Branche parabolique Branche parabolique | [Branche parabolique

=a

asymptote de coeff. directeur a de direction (Ox) de direction (Oy)
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