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AN. 4 Les Nombres Réels

I. Corps des réels

a) Relation d’ordre

Définitions :

e Une relation binaire 2 sur un ensemble E est dite relation d’ordre si elle est réflexive
(xRx), antisymétrique (xRy et yRx = x=y) et transitive (xRy et yRz = xRz) ; on dit
alors que (E, 2) est un ensemble ordonné.

¢ On dit d’une relation d’ordre R que c'est une relation d’ordre total si :
V(X,y)e E? x2 y ou yR X.

e Soient (E, <) un ensemble ordonné et A C E :

i) On dit que meE est un majorant (resp. minorant) de A si :
VxeA m =2x (resp.VxeA m<Xx).

i1) On dit que me A est le plus grand élément (resp. le plus petit élément) de A, on le
note max A (resp. min A) si: VxeA m =x (resp.Vxe A m<x).

iii) On dit que A est majorée (resp. minorée) si il existe au moins un majorant (resp.
minorant) de A dans E.

iv) On dit que A est bornée si elle est majorée et minorée.
v) On appelle borne supérieure (respectivement borne inférieure) de A, le plus petit

des majorants (respectivement le plus grand des minorants) de A lorsqu’il existe; on le
note sup A (respectivement inf A).

b) Existence et unicité de R

On admet I’existence et I’unicité du *’corps’’ commutatif R muni de la relation d’ordre totale
sous-jacente et le théoréeme suivant :

Théoreme : Toute partie non vide et majorée (resp. minorée) de R admet une borne
supérieure (resp. inférieure) dans R .

Proposition : Soit A une partie non vide et majorée de R et Me R.
M majorant de A

M=supA &
Ves>0, dxe A/ M-e<x <M
) ) ) m minorant de A
De méme si A est minorée : m = inf A &
Vex>0, Ixe Alm<x<m+é€
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¢) Intervalles . dans R on définit 9 types d’intervalles :

e [ab]={xeR, a<x<b} intervalle fermé borné ou segment

e Jab]={xe R, a<x<b }intervalle semi ouvert a gauche, idem pour [a,b[
e Ja,b[={xeR ,a<x<b} intervalle ouvert

e [a,+o0o[={xeR, x 2a},idem pour Ja, + oo [

® |-, b]={xeR, x<b},idem pour ]-oo,b[

® |-o,+00[=R.

Remarque : Onnote R, =[0,+oo [, R .=]-00,0], R*¥=]-00,0[ U ]O,+0o0]et
R=RuU{ -0, + 0 } appelée droite numérique achevée.

d) Propriétés élémentaires de R
* VY(a,b,x,y)e R* (a<bet x<y)=a+x<b+y).

e V(x,y)e R? Vae R,(x<y)=ax<ay).
e V(x,y,a,b)e R* (a<bet x<y)=ax<by).

I1. Valeur absolue
a) Notion de valeur absolue

Définition : On appelle valeur absolue d’un réel x, le réel, noté Ix|, défini par :

x six=20
x| = )
—x six<0

2/3

Propriétés : Pour tous réels x ety,ona:

1- IxI =sup(x, -x), IxI =xet Ixl >-x.

2- 1xI 20

3- Vx? = Ixl.

4- x| =I- xI.

5- xI=0=x=0.

6- Ixyl = Ixllyl.

1 1
7- =77 x#0).
x| I
8- x +yl<Ixl+ Iyl (Inégalité triangulaire).

9- IIxlI-lyll<Ix + yl.

1
10- sup{x,y} = E(X +y+Ix-yl.

1
11- inf{x,y} = E(X +y-Ix-yl.
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Théoreme : (Inégalité de Cauchy - Schwarz)

n
foyi
i=1

Pour tous réels xi, ..., Xn, Y15 «e» ¥n

(S5 ]

b) Distance usuelle

Définition : L’application d de R x R vers R définie par :
d(x,y) = Ix - yl, est appelée distance usuelle dans R.

Proposition : V(x,y,z) e R 3.

I-dx,y) =0 x=Yy.

2-d(x, y) =d(y, x).

3- d(x,z)<dx,y)+d(y,2z) (Inégalité triangulaire).
4-1d(x,y) -d(x,z) 1< d(y,z).

II1. Partie entiere

Théoreme :
R est un corps archimédien : Vxe R, dne N/ n > x

Théoreme - Définition :
VxeR ,3AMme Z, n<x<n+1.
n est appelé partie entiere de x et on note n = E(x) oun = [x].

Proposition :
e VxeR ,EX)=x&x€e Z.
e VxeR ,VpeZ ,E(x+p)=EX)+p.

IV. Densité de Q dans R

Théoréme - Définition :
V(x,y)e R* telsquex<y ,IreQ / x<r<y.

On dit que Q est dense dans R.

Remarque : onademéme (R\ Q) dense dans R
ie. V(x,y)e R* telsquex<y ,Ire R\Q / x<r<y.
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