Algebre 13. 1/8

ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

Soit E un R -espace vectoriel de dimension n (1 <n <3).

1. PRODUIT SCALAIRE

Définitions :
e Soit¢g:EXE—> R :
On dit que @ est bilinéaire si YueE, VveF, @(.,v) et @(u, .) sont linéaires
avec O@(,v):E—- R ¢o(u,.):E—> R
X = Q(X,V) y = ¢uy)
Onditque @ est symétrique si V(x,y)e E%, @(y,x) = @(X,y).
On dit que @ est définie-positive si VxeE, @(x,x) >0 et ¢(x,x) =0 < x = Og.
On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique définie-positive.

On appelle espace préhilbertien réel un R -espace vectoriel muni d’un produit
scalaire.

On appelle espace vectoriel euclidien un espace préhilbertien de dimension finie.

Notations :

¢ On note souvent pour un produit scalaire (xly) ou x.y pour @(x,y).
e De méme on notera Il x Il pour /(xIx) .

Remarque : Soient x = (X1,X2) et y = (y1,y2) éléments de R 2,
¢ : (X,y) P X1y] + X2y2 est le produit scalaire usuel sur R 2

On dit que R ? est ainsi muni de sa structure euclidienne canonique (de méme
pour R ).

Propriétés :  Soit E un espace vectoriel euclidien :
Lallx+yIP=1x 1P+ 1y P +2(xly)
2:llx+yIP+lx-yIP=20x P+ 1y

3. (xl 1 2 2
x xy)_4(llx+yll -lhx-yll7)

4:lxl=0=x=0g

5: R, IAxII=IAIIx I

6« IxIyI< IIx Iyl (inégalité de Cauchy-Schwarz)
T+llx+yll <llxll+Ilyll (inégalité de Minkowski)

Propriété : Soit E un espace vectoriel euclidien.
L’application N, définie de E dans R par : N(x) = Il x Il = /(xIx) , est une norme sur E.
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Définition : Soit (E, @) un espace vectoriel euclidien.
e L’applicationde E — R , x =l x Il est appelée norme euclidienne associée au

produit scalaire @.
e Un vecteur x de E est dit normé ou unitaire lorsque Il x Il = 1.
* (x,y)e E%, on appelle distance de x a y associée a @ , leréel d(x,y) =IlIx -y Il
e FsevdeE, xeE, on appelle distance de x a F le réel d(x, F) = inf{ll x - y Il / ye F}.

2. ORTHOGONALITE  Soit (E, @) un espace vectoriel euclidien.
Définitions :
¢ On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux lorsque (xly) = 0.
Soit ue E. On appelle orthogonal de u I’ensemble u * = { ve E/ (ulv) =0 }.
Soit A c E. On appelle orthogonal de A 1’ensemble A 1= { veE/VaeA, (alv) =0 }.
2 parties A et B de E sont dites orthogonales lorsque V(x, y)e A X B, (xly) =0.

Remarque : Op est orthogonal a tout xe E.

Propriétés :
1+« VxeE, x L estun sous-espace vectoriel de E.
2.+ =E.
3:AcB = B'cAL
4.VACE, A* sous-espace vectoriel de E et A L= (Vect(A))l .
5:.VACE/OgeA, ANAT ={0g]).

Théoreme : Soit E un espace vectoriel euclidien. Pour tout sous-espace vectoriel F de E,
ona: (FH'=F et E=F®F"

Définition :
H Soit F sous-espace vectoriel de E. F est appelé le supplémentaire orthogonal de F.

Exemple : Si xeE / x # 0g, alors : Vect(x) @ x 1=E.

Remarques :
¢ SidimE =2, I’orthogonal d’une droite est une droite.
¢ SidimE = 3, I’orthogonal d’une droite est un plan et 1’orthogonal d’un plan est une
droite.
Définition : Soit = {1,---, n}.

(Xj)ic1 est dite famille orthogonale lorsque V(i,j)e i+ j = xilx)) =0.
(Xi)ie1 est dite famille orthonormale lorsque V(i,j)e I? , (xilxj) = &jj .

| Propriétés : Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Théoreme : Pythagore
Ix+ylP=lxIF+llyl? < (xly)=0.

Propriété : Tout espace euclidien admet une base orthonormale.
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Remarques :
e La structure euclidienne canonique de R" est celle pour laquelle la base canonique

&= (ej)1 <i<n est orthonormale. On a alors : V(X,y)e E’/x= Z xe ety= Z vie,
i=1

i=1
xly) =x1y1+ -+ Xpyn et lIxll= 1/xf+---+xﬁ .

e Ennotant X et Y les matrices de x et y dans Zon a : (xly) ='XY et [ xI*="XX.

Application : Soient &= (ej,e2,e3) une B.O.N. de E et D=Vect(u) ou u(a, b, c)e E\{0 }.
Alors D™ estle plan P:ax + by +cz=0.

Définition : Soient E un espace vectoriel euclidien et un F sous-espace vectoriel de E.
¢ On appelle projection orthogonale sur F la projection pg sur F de direction F L.
e On appelle symétrie orthogonale par rapport a F la symétrie sg par rapport a F de
direction F .
¢ Une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan est appelée réflexion.

Propriétés : 1- Soit (e;); <i<p une base orthonormale d’un sous-espace vectoriel F de E.
VxeE, pr(x) = i:(xlei)ei .
i=1
2- Soit (xj)ic; une famille libre. Il existe une famille orthogonale (y;)ic; telle que
Vect(X)ie1 = Vect(yi)ier
3- Soit (xj)ic; une famille libre. Il existe une unique famille orthonormale (&;)ic;
telle que : Vie I, Vect(Xj)i«i = Vect(eji«i et (xile;) >0

Remarque : Soient xe E, F sous-espace vectoriel de E et qr(x) projeté orthogonal de x sur .
e dx,F)=IlIx-ppx)Ill=Iqgex)ll
o P(xF) =lgex) IP=1IxIP- i‘(xlei)‘z ol (7)1 <i<p une base orthonormale

i=1

de F.

FJ_

Jacques Delfaud ICAM Toulouse Math Sup




Algebre 13. 4/8

3. PRODUIT VECTORIEL

3.1 Produit mixte
Soit E espace vectoriel euclidien orienté de dimension n (n =2 ou n = 3)

Définition : On appelle produit mixte de (xi,:-+,x,)€ E", et on note [x1,-+,X, ], le réel :

[X1, -, Xn] = det (X1,---,X,) ou & b.o.n.d quelconque de E.

Remarques :
*  [X1,Xn] =0 & (xq,000,Xn) lice.

® (X1, :-,Xp) base directe de E & [xy,--+,x,] > 0.

3.2 Produit vectoriel

Propriété : Pour toute forme linéaire f sur E, il existe ue E tel que VxeE, f(x) = (ulx).

Remarque : (u, v)e Ez, X b [u, v, x] est une forme linéaire.

Théoreme-définition : V(u, v)e Ez, 3! wekE, tel que VxeE, [u, v, x] = (Wlx).
w associé au couple (u, v) est appelé produit vectoriel de u et v et noté u A v.
1e. VxeE, [u,v,x]=(u A VvIX)

Propriétés :
1« ‘v’(u,v,w)eES,(u/\vIw):[u,v,w]: vAawlu)y=(waulv)
2+« 1’application (u, v) = u A v est bilinéaire
3« VAU=-UAYV
4« uAv e (Vect(u, v))*
5+ uAv=0 S (u,v)liée
6+ (u, v) libre < (u, v, u A v) base directe

Remarque : on avait, en géométrie, défini le produit scalaire différemment. Ces définitions
sont bien sir équivalentes :

Propriété :
Si (u, v) libre alors u A v =l u Il.Il v Il.sin(u, v)k avec k vecteur unitaire de la demi-
normale positive a P(u, v) (ol (u, v, k) base directe de E)

Rappels : Dans une b.o.n.d (e, e, e3) ona:
1) EiANEr=€3, €rAE€3=€ et e3Ae =¢€
i1) Pour u(x;,X2,x3) et v(yr,y2,y3), uA v apour coordonnées :

{xz Ya| X3 V3| [N le

b b

X Vs % Nl X M
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Propriété :
) HuavIF=lul® lvI?-(lv)* (identité de Lagrange)
i) (uAv)Aw=Uulw)v - (viw)u (double produit vectoriel)

4. ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX  Soit E espace vectoriel euclidien.

Théoreme : Soit f une application de E dans E. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1 - f conserve le produit scalaire  ( V(x,y)eE 2, fx)f(y)) = (xly) )
2 - fel(E) et fconserve lanorme (fe 4(E)et VxeE, I fx)II=I1Ix1)

Définition : On appelle endomorphisme orthogonal de E (ou isométrie vectorielle) toute
H application de E dans E qui conserve le produit scalaire.

Théoreme : fe £(E) est orthogonal si et seulement si sa matrice M, dans une base
orthonormale, vérifie : ‘MM =I,,.

Propriété :
1- Soit fe Z(E). f est un endomorphisme orthogonal de E si et seulement si I’image par
f d’une base orthonormale est une base orthonormale.
2- Si f est un endomorphisme orthogonal, alors : det(f) = *1.
3- Tout endomorphisme orthogonal de E est un automorphisme de E.

Propriétés Définitions :
1- Soit O(E) I’ensemble des endomorphismes orthogonaux de E.
(O(E), o) est un groupe appelé groupe orthogonal de E (sous groupe de (Aut(E),o0) )
2- L’ensemble des endomorphismes orthogonaux f tels que det(f) = 1 est un sous
groupe de (O(E), o) noté O *(E), ses éléments sont appelés rotations de E.

Remarques :
e fsymétrie orthogonale de E < f endomorphisme orthogonal involutif de E.
e O(E) = {fe O(E)/det(f) = -1} n’est pas un groupe.

5. MATRICES ORTHOGONALES Soit E espace vectoriel euclidien.

Définition : Soient Me7%,(R ).
H On dit que M est orthogonale si ‘MM = I,,.

Propriétés :
1- Si M est orthogonale alors det(M) =+1 et M =M.
2- Me7,(R) est orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonnes forment
une b.onde R".
3- Me7,(R) est orthogonale si et seulement si M est une matrice de
changement de bases orthonormales.
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4- L’ensemble O,(R ) des matrices orthogonales de 7#,(R ) est un sous groupe
de (GL,(R), . ) appelé groupe orthogonal d’ordre n.

6. ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX en dimension 1 ou 2

E espace vectoriel euclidien orienté, £b.o.n.d, dim(E) = 1 ou dim(E) = 2.

6.1 dimE =1 O(E) = { Idg, - Idg }

q a’+b* =1

a

6.2 dimE =2 M:(b Cj /IMeO(E) & {c*+d* =1
ad+bc=0

cos® —sinO cos® sin®
on obtient : Me O(E) & 30€[0,2n[/ M =| . ou M=| .
sin® cosO sin® —cosO

Ensemble O*(E) :

cosO® —sin Gj

Onnote  O,"(R) I’ensemble des matrices R g = ( .
sin®@ cosO

et OYE)={feOE)/det(f)=1}.
fe O*(E) si et seulement si 30€[0,2n[ tel que Mat (f) = R ¢ dans toute b.o.n.d.

Détermination de 0 : Soient fe O'(E) et u(coso,sinc) (ie u vecteur unitaire).
Onaalors: cos 0= (ulf(u)) et sin 6 =det(u, f(u))
On trouve ainsi 1'angle de la rotation a partir d'un vecteur unitaire quelconque.

Propriétés :
e (Oy'(R), o ) estun groupe.
® Rgo Rg=Rge.
® R9_1=R.e=tR9.

Ensemble O™ (E) :

cos® sin0 j

On note O, (R ) I’ensemble des matrices S ¢ = [ .
sin@ —cos6

et O(E)={feO(E)/ det(f) =-1}.

Alors :
e fe O(E) & 30e[0,2n[ tel que Mat (f) =S ¢ dans une b.o.n.d.
e fest une réflexion par rapport a D(u) avec u(cos 6/2 , sin 6/2).
Propriétés :
. S¢=Idg
. (So)'=Sg
. 'Se=Sp

e Sg o Syg=Rg.g (toute rotation est la composée de 2 réflexions )
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7. ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX en dimension 3

Soient fe O(E) et F = Inv(f) = Ker(f - Idg).
Alors g =flr e O(FY) avec Inv(g) = {Og).

7.1 Classification des endo. orth. suivant la dimension de F

*SidimF =3 : F=E et f=1Idg

*SidimF =2 : F =P f=Sg:réflexion par rapport au plan P

e

D=F", geOD) etg=-Idp. Si&=(i,j,k)b.o.n.de Eavec(i,j) basedeF,
alors : Mat /(f) = diag(1,1,-1). Donc det(f) =- 1 et fe O™ (E)

- -

Propriété : Si u et v sont deux vecteurs de E distincts non nuls et de méme norme, alors il

- -
existe une unique réflexion o telle que 6(u) = v.

*SidimF =1 : F=D

Définition :
® On appelle rotation vectorielle de E 1’identité et toute isométrie vectorielle f de E telle
que Inv(f) est une droite vectorielle D.

- -
¢ On appelle rotation vectorielle d’axe D(u) et d’angle 0 la rotation laissant u invariant

N
et telle que g = flp avec P = D~ soit la rotation d’angle © dans P orienté par u.

Remarques :
e R(u,0)=Idg.

- -
e R(u, m) =Spavec D(u) appelé demi-tour ou retournement d’axe D.

Onadoncici:f= R(E,G) (rotation vectorielle d’axe F = D)

P=D" , ge O(P) et g est une rotation vectorielle de P

- - -

Si#=(i,],k)b.o.nd. de Eavec keD, (i, j)base de P orienté par k, alors :

cos@ —sin@ 0
Mat (f) = | sin@ cos@ O ou 0 anglede g
0 0 1

Donc det(f)=1 : feO"(E) et tr(Mat Af)) =1 + 2cos0

Jacques Delfaud ICAM Toulouse Math Sup




Algebre 13. 8/8

Détermination de 6 et de u :
¢ (R u)={invariants} = {\7: f(;)}

e Sif= R(u 0)), alors : tr(Mat(f)) = 1 + 2c0s6
etle 51gne de sin 6 est celui de [u v f(v) ol veé (R u)
° Slf:R(u,G))et(l,J)b.o.n.d. duplan P=(R u) ,

alors : cos O = T.f(?) et sinB= ;.f(?)

*SidimF =0 il existe une réflexion ¢ par rapport a un plan P = (R u Y- etune

rotation r=R(u,0)), tellesque f=cor.

- - - -

SiZ=(i,j,k)b.o.nd. deE avec k =

|:l

, (1, ]) base de P orienté par k, alors :

<

cosd —sinfd O
Mat (f) = | sin@ cos@ O ou 0 angle de g. Donc det(f) =-1 et fe O (E)
0 0 -1

Détermination de 0 et de u :
¢ (R u)={anti-invariants} = {\7 =—f(\7)}
e Si(i,j)b.o.nd. duplanP=(R u)l,alors ccosO=11(i) etsinO= j.f(i)

7.2 Propriétés des endomorphismes orthogonaux en dimension 3

Propriétés :
e feO'(E) si et seulement si f est une rotation vectorielle.

e O(E) est un sous groupe de (O(E), 0) (la composée de 2 rotations est une rotation)

Propriétés :
e SiP et P’ sont deux plans, alors Sp-0Sp est une rotation vectorielle.
e Toute rotation vectorielle est la composée de 2 réflexions.

e SifeO(E)/ Inv(f) = {Og}, alors il existe 3 plans P,P’,P”’ tels que f = Sp-0Sp-0Sp.

Conséquence : Les réflexions engendrent O(E).
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