Algebre 12. 1/6

SYSTEMES LINEAIRES - DETERMINANTS d’ordre 2 et 3

K désigne R ou C.
1. SYSTEMES LINEAIRES

Définition :

On appelle systeme linéaire de n équations linéaires a p inconnues (x;, X, ---, Xp)€ K"
anX, tapX, +--+a,,x, = b,
N ay X, +ayx, +--+a, x =b

le systeme (S) : _ 21 T Gt 21X, =0,

A% +apX, ++a, x, = b,

ou les coefficients ajjet b; (1<i<n,1<j<p) sont éléments de K.

Remarques :
b, |(x 1\\|
e Ennotant A =(a;), B=| : | et X=L :

J on obtient que X est solution de (S) dans
X

p
K" si et seulement si :
: interprétation matricielle de (S).

e Soient fe Z(E, F) telle que Mat . »(f) = A et xe E, beF tels que X (resp. B) est la
matrice colonne des coordonnées de x dans & (resp. b dans &) :

AX =B & f(x) =b| :interprétation vectorielle de (S).

Définition :

e Si B =0, on dit que le systtme est homogene et on le note alors (Sy).

e Lerang rde A est appelé rang du systeme (S).

e Résoudre le systeme (S), c’est chercher I’ensemble S des p-uplets solutions.

Définition :
Un systeme linéaire (S) est dit de Cramer si la matrice carrée A associée est
inversible (ou f endomorphisme associé est un isomorphisme).

Proposition 1 : un syst¢tme de Cramer admet une solution unique :
X = f'l(b) ouencore X=A"'B

Remarque : Un systeme de Cramer homogéne admet pour unique solution (0, ---, 0)e KP.

Proposition 2 : Soit (Sp) un systeme homogene de n équations linéaires a p inconnues
d’écriture matricielle AX =0 avecrg(A) =r.
L’ensemble des solutions de (Sy) est un sous-espace vectoriel de K de dimension p-r.

Remarque : r # p si et seulement si (Sp) admet d’autres solutions que la solution (0, ---, 0).
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2. DETERMINANTS D’ORDRE 2

2.1 Applications bilinéaires
Définition :
e Soient E, F, G 3 K-espaces vectoriels et f: E X F — G. On considere alors les
applications :
pour veF, f(.,v):E—> G
x > f(x,v)

pourueE, f(u,.):F—> G
y = f(uy)
¢ On dit que f est bilinéaire si YueE, VveF, f(.,v) et f(u, .) sont linéaires.
¢ On note £>(E XF,G) I’ensemble des applications bilinéaires de E XF dans G et .Z,(E)

I’ensemble des formes bilinéaires sur E c’est a dire des applications bilinéaires de
EXE dans K .

Définition : Soit f une application de E* dans F. On dit que :
e f est symétrique si V(x,y)eE?, f(y,x) = f(x,y).
e f estantisymétrique si V(x,y)e E?, f(y,x) = -f(x,y).
e f estalternée si VxeE, f(x,x) =0.

Proposition 3 : Soit f une application bilinéaire de E* dans F.
f est alternée si et seulement si f est antisymétrique.

Proposition 4 : Soient (e, e;) une base d’un K-espace vectoriel E, ¢ une application
bilinéaire antisymétrique sur E et (u,v)e E? tels que u=Xxje;+ X8, V=Y + y2€; .
Onaalors: @(u,v) = (X1y2 - X2y1)Q(e1,e2)

Conséquence : Soient (e, ;) une base d’un K-espace vectoriel E et ae K. Il existe une
unique forme bilinéaire antisymétrique @, sur E telle que @q(e;,e2) = .

2.2 Déterminant
Définition : I’'unique forme bilinéaire antisymétrique @ sur E telle que @;(e;,ez) = 1 est
|| appelée déterminant dans la base & = (e, e;) et on note @; = det .

Remarques :
® On aalors, pour (u, v) dans E*: @1(u,v) =det; (u,v) = X1y2 - X2V1.
Xy
® Onnote det,(u,v)= ! .
X2 Y2

Proposition 5 : V(u, v, w)eE’, VA, We K?* :
1. det, (v, u) =-detg(u, v)
2.detz(u, Au) =0
3. det, (Au + uv, w) = A det ; (u, w) + W det 5 (v, w)
4. det; (u, Av + uw) = A det ; (u, v) + W det 5 (u, w)
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Proposition 6 : V(u, v)e E%, VieK,
1. det, (u+ Av, v) =det, (u, v)
2. det, (u, v + Au) = det ; (u, V).

3. DETERMINANTS D’ ORDRE 3
3.1 Formes trilinéaires
Définitions :
e Soient E un K-espace vectoriel et f: E ? 5 K. On considere alors les applications :
pour (v,w)eE*, f(.,v,w):E—>K
x - f(x, v, w)

pour (u,w)e E? , f(u,.,w):E—>K
y i f(u, y, w)
pour (u,v)eE?, f(u,v,.):E—>K
z+— f(u, v, z)
¢ On dit que f est trilinéaire si : V(u,v,w)e E3, f(.,v,w), f(u,., w)etf(u, v,.)sont
trois applications linéaires.
e On note 45(E) 'ensemble des formes trilinéaires sur E°.

e Soit f une application de E’ dans K , on dit que :
f est antisymétrique si V(u,v,w)e E3, f(u,w,v) = f(v,u,w) = f(w,v,u) = - f(u,v,w)
f est alternée si f(u,v,w) =0 lorsque 2 des 3 vecteurs sont égaux.

Proposition 7 : Soit f une forme trilinéaire sur E.
f alternée < f antisymétrique.

Proposition 8 : Soient (ej, e, e3) une base d’un K-espace vectoriel E, ¢ une application

3 3 3
trilinéaire antisymétrique sur E et (u, v, w)e E” tels que u = z:xiei , V= z:yiei , W= Z:Ziei .
i=1 i=1 i=1

On a: @(u, v, W) = [X1 (Y223 - Y3Z2) + X2 (Y321 - Y123) + X3 (Y122 - Y2Z1)19(eq,€2,€3).

Conséquence : Soient (e,e;,e3) une base d’un K-espace vectoriel E et ae K.
Il existe une unique forme trilinéaire antisymétrique @, sur E telle que @q(e;,ez,e3) = O.

3.2 Déterminant
Définition : I’'unique forme trilinéaire antisymétrique @; sur E telle que @;(ej,ez,e3) = 1 est
appelée déterminant dans la base & = (e, e, €3) et on note @; = det , .

Remarques:
o  @i(u,v,w)=det (u,v,w) =X (Y223 - y322) + X2 (Y321 - Y1Z3) + X3 (Y1Z2 - Y2Z1)
Xy 7z
® Onnotedet,(u,v,w)=x, Yy, 2,

X3 Y3 Z4
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X, Y 7z

® Xy Y, Z, =Xy

X3 Y3 Zj

® Ondit qu'on a développé le déterminant suivant la 1° colonne.

e [es déterminants d’ordre 2 obtenus en supprimant une ligne et une colonne sont
appelés déterminants mineurs.

®  On peut aussi développer un déterminant suivant une ligne ou une colonne, les
coefficients des termes a;; de la ligne ou de la colonne choisie sont les mineurs
correspondants affectés du signe (-1)'” ( le mineur affecté de son signe est appelé
cofacteur de aj; ).

e (Ces méthodes peuvent étre généralisées pour le calcul des déterminants d’ordre n.

Proposition 9 : V(u,v,w)e E, V(A,Ww)e K*:
det; (u,w,v) = det, (v,u,w) =det,(w,v,u) = -det,(u,v,w)
det ; (v,w,u) =det; (w,u,v) = det (u,v,w)
det ; (u,u,w) =det ; (u,v,v) =det . (u,v,u) =0

det; (uAv + uv’,w) = A det, (u,v,w) + udet, (u,v’,w) Vv'eE etc «--

4. DETERMINANT ’ENDOMORPHISME et de MATRICE CARREE

Soient E un K-espace vectoriel de dimensionn =2 ou 3 et &= (e},e;) ou & = (e1,€2,€3) une
base de E.

4.1 Changement de base

Proposition 10 : Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et ;€ E, 1 <i < n, alors
U = (uj); <i<n famille libre de E si et seulement si det ; (U) # 0.

Remarques : U liée < det, (U) =0. U base < U libre (dim. finie).

Proposition 11 : Soient Zet & 2 bases de E.
1. det,- =det- (&) det,
2.det,-(B)det, () =1

4.2 Déterminant d’un endomorphisme

théoreme-définition : Soit fe 4(E). Le scalaire det , (f(%)) est indépendant de la base £de E .
I est appelé déterminant de f et noté det(f)

Proposition 12 : fe Z(E) est bijectif si et seulement si det(f) # 0

Remarque : det(Idg) =det . (®) = 1.

Proposition 13 : composée d’endomorphismes
(f, )€ (L(E))’, det(gof) = det(g)det(f)
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Proposition 14 : Soit fe Z(E). Si f est bijective, alors det(f '1) =

det(f)

4.3 Déterminant d’une matrice carrée soit n=2 ou n=3

Définition : Soient Ae7,(K) et f € £(K") associé canoniquement a A, on appelle déterminant

de A et on note det A le réel :
det(A) = det(f)

Remarque : on a aussi det(A) =det,(¢) ou ¢ estla famille de ses vecteurs colonnes et &
la base canonique.

Proposition 15 :
i) V(A,B)e (#,(K))*, det(AB) = det(A)det(B)
i) VAe7,(K), Vke N, det(A¥) = (det(A))*

iii) VAe 7,(K), A est inversible ssi det(A) # 0 et dans ce cas det(A '1) =

det(A)

iv) VAe7,(K),Voe K, det(atA) = o"det(A)

Proposition 16 :
i) VAe,(K), det(A) = det(‘A)
i1) Si A et B sont deux matrices semblables de 7#,(K), alors det(A) = det(B).

S. APPLICATIONS

5.1 Formumes de Cramer

[a“xl+alzxz+ —~+a, X, =b,

In“*n

a21x1+a22x2+ —+a, X, =b

Soit un systeme de Cramer (S): * d’écriture matricielle AX = B.

a, X, t+a,x,+-+a, X, =b,

det(A))
det(A)
( b \

1

L’unique solution X = (X1,X,*-*,X,) est déterminée par: (1 <j<n, x;=

0

ou A; est la matrice obtenue en remplagant dans A la colonne L J par

5.2 Inverse d’une matrice
Définitions :

e Soit A = (a;) € %,(K). On appelle cofacteur de aj; le scalaire c;; = (- 1)i+jDij ou Dj; est
le déterminant de la matrice obtenue en supprimant dans A la i"™ ligne et la j™
colonne.

® On appelle comatrice de A et on note com(A) la matrice des cofacteurs de A.
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Proposition 17 : Soit Ae 7,(K) inversible alors :

A—l _ 1 t(
= com(A)).

det(A)
E A [a bj btient A" = — (d _bJ
X : pour A = on obtient A~ =
P c d ad—bc\-c a
5.3 Vecteurs colinéaires ou coplanaires
Proposition 18 :
- -
o Deux vecteurs u et v du plan, muni d’une base #, sont colinéaires si et
- -
seulement siona:detz(u, v)=0.
- - -
o Trois vecteurs u, v et w de I’espace, muni d’une base &, sont coplanaires si et
- - -
seulement siona:detg(u, v, w)=0.

Remarque : en géométrie affine, cela sert a déterminer des équations :

e de droites dans le plan : MeD(A,u) < det(AM,u) =0 pour u #0
e de plans dans I’espace : MeP(A,u,v) < det(AM,u,v) =0 pour (u,v) non

colinéaires

5.4 Orientation Soient ne {2, 3} et E un R -espace vectoriel de dimension n.

Définition : Soient Zet & 2 bases de E, on dit que :
# et & sont de méme sens si : det, (&) >0
# et & sont de sens contraire si : det; () <0

Remarque : dans ’ensemble des bases de E, la relation 2 définie par :
&R & sietseulementsi det,(8)>0
est une relation d’équivalence ayant 2 classes d’équivalence.

Définition : On appelle orientation de E le choix d’une base & de E pour base directe.
|| Toute base de E de méme sens que & est dite directe, les autres sont dites indirectes.

Remarque : on convient que la base canonique de R " est directe, R " est ainsi orienté.
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