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AL.8 Espaces Vectoriels

Dans ce chapitre, K= R ou C.
I. Espaces vectoriels

Définition 1 :
Soit E un ensemble. On appelle loi de composition externe sur E toute application de K X E
dans E (notée .) : KXE—>E

(AX) > AX

Remarque : on note souvent AX pour A.x

Définition 2 :
On appelle espace vectoriel sur K ou K-espace vectoriel tout ensemble E muni d’une loi de
composition interne notée + et d’une loi de composition externe notée . telles que :
e (E, +) est un groupe commutatif.
e La loi externe vérifie les 4 propriétés : V(A, WeK2, V(x, y)eE2, on a:
i) (A+ WX = AX + WX
iAX+y)=AXx+Ay
iii) A.(UW.x) = (Ap)x

iv) 1.x=x

Remarque : Une conséquence de cette définition estque A.x=0<x=00u A=0.

Définition 3 :
e Les éléments d’un espace vectoriel sont appelés vecteurs.
e Les éléments du corps K sont appelés scalaires.

Théoréme : espace vectoriel produit.
Soient Ey, Ey, ..., E, des K-espaces vectoriels et E = E; X E; X ... X E,,. Alors
E est un K-espace vectoriel pour les lois interne et externe définies par :
(X1, X2, «o s Xn) + (Y15 Y2, -5 Yn) = (X1 + Y1, X2 + Y2, oo, Xn + ¥n)
AX1, X2, «v > Xn) = (AX1, AX2, ..., AXy)

II. Sous - espaces vectoriels

Définition 1 :

Soient E un K-espace vectoriel et F < E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si :
1) F# 0
2) Vix,y)eF2, x+yeF
3) VAeK, VxeF, Ax €F

Remarque : 0 est élément de tout espace vectoriel (et de tout sous-espace vectoriel),
donc on a : F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

1) 0eF

2) V(x,y)eF, VAeK, x+Aye F
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Proposition 1:
Tout sous-espace vectoriel de E est un espace vectoriel pour les lois induites par celles de E.

Remarque : On montre rarement directement qu’un ensemble est un espace vectoriel mais
souvent que c’est un sous espace vectoriel d’un espace vectoriel connu.

Proposition 2 :
Soit E un K-espace vectoriel. L’intersection de 2 sous espaces vectoriels de E est un sous

espace vectoriel de E.

& Attention ! La proposition est fausse pour I’union.

Définition 2 :
Soient E un K-espace vectoriel et F;, F, 2 sous espaces vectoriels de E.

Onnote F; +F,={xeE / 3(x;,x2)eFi XF,, x=x; +x; }. F| + F, est appelé somme de
F, et F>.

Proposition 3 :
Soient E un K-espace vectoriel et F;, F, 2 sous-espaces vectoriels de E.

F; + F; est un sous-espace vectoriel de E.

Définition 3 :
Soient E un K-espace vectoriel et F;, F, 2 sous espaces vectoriels de E. On dit que F; et F,
sont en somme directe si F; N F, ={0g}. On note alors F; @ F; au lieu de F; + F,.

Proposition 4 :
Soient E un K-espace vectoriel et F, F, 2 sous-espace vectoriel de E . La somme F; + F,

est directe si et seulement si : Vxe F; + F,, A!(xy, xp)e F; X F, tel que x = x;+ Xo.

Définition 4 :
Soient E un K-espace vectoriel et F, F, 2 sous-espace vectoriel de E. On dit que Fet F,
sont supplémentaires dans Esi : E=F,; + F, et F; " F, ={0g}.

Remarque : F; et F, sont supplémentaires si et seulement si: E=F; ® F,

III. Base d’un espace vectoriel

a) Familles génératrices

Définition 1 :

Soient E un K-ev , ne N * et (xi, X2, ... , Xp)€ E" . On dit que x€ E est combinaison linéaire
de X1, X2, ..., Xp 81 A(Aq, Ao, .., A)e K" tel que :

n
X = 7\,1X1 + 7\42X2 +...+7\«an = Z)\,ixi
i=1

Proposition :
Soient E un K-espace vectoriel, ne N * et (xy, X, ..., X,)€ E". L’ensemble des combinaisons
linéaires de xi, Xo, ... , X, est un sous-espace vectoriel de E noté Vect(xy, Xz, ... , Xp).
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Définition 2 :
Soient E un K-ev , ne N * et (x4, Xa,..., Xy)€ E". On dit que (xy, X, ..., X,) est une famille
génératrice de E si :

VxeE, 3A(A, Ay, ..., M)eK" tel que X = AiX| + AoXp +..o+AnX, = Zkixi .
i=1

Remarque : (x,Xs,...,X,) est une famille génératrice de E ssi Vect(x},Xp,...,Xn) = E

b) Familles liées, familles libres

Définition :
Soient E un K-espace vectoriel, ne N * et (x,X2,...,x,)€ E".
° On dit que (x;,Xy,...,Xy) est une famille libre de E si :
\V’O\,l,kz,...,kn)e Kn, (7\,1X1 + 7\,2X2 +...+7Lan = OE = 7\,1 = 7\,2 =..= }Ln = O)
. On dit que (x1,X2,...,Xp) est une famille liée si elle n’est pas libre .

Remarque : on dit que les éléments d’une famille libre (resp. liée) sont linéairement
indépendants (resp. dépendants).

Proposition : Soient E un K-ev , ne N * et (xq, Xy, ... , Xp)€E". (X1, X2, ..., X;) est une famille
liée de E si et seulement si un au moins de ses vecteurs est combinaison linéaire des autres.

Remarque : Soient E un K-espace vectoriel et (X, y)e E. (x, y) est liée si et seulement si x
et y sont colinéaires, c’est a dire : (x =0 ou 3 ac K/ y = ax).

c) Base d’un espace vectoriel
Définition :
| On appelle base de E toute famille libre et génératrice de E.

Théoréme - Définition 1: Soit ne N *. Dans le K-espace vectoriel E=K" la famille des
vecteurs (€;)1<j<n définie par : Vie {1,2,....,n}, €=(0,...,0,1,0,...,0) (Ie 1 estala i"™ place)
est une base de K" appelée base canonique de K".

Théoréme - Définition 2 :
Une famille &= (ey, e, ... , €,) d’éléments d’un K-espace vectoriel E est une base de E si

n
et seulement si: V xeE, 3!(xy, Xa, ..., Xn)eK" / x = zxiei.
i=1

X1, X2, ..., Xp sont appelées coordonnées (ou composantes) de x dans la base &,

Remarque : Il existe des espaces vectoriels ayant des bases comportant un nombre infini
d’éléments : R [X] a pour base ( X"),

Théoréme 2 : Tout espace vectoriel E={0} admet au moins une base.

Jacques Delfaud ICAM Toulouse Math Sup



