Algébre 7.1/3

FRACTIONS RATIONNELLES

Dans ce chapitr& désigneR ou C

1. DEFINITIONS-STRUCTURES

Définitions : On appelldraction rationnelle tout quotient de 2 polynébmes Fg: (Q%0).

* On noteK (X) I'ensemble des fractions rationnelles.

* On dit qu’une fraction rationnel% estirréductible si P et Q ont Xpour seul
diviseur commun unitaire

* On appelle degré de F (F#0), I'entier relatif : deg(F) = deg(P) - deg(Q)

DansK (X n définit é+E AD+BC ég—ﬁ t MOK,
ansK(X) , o eIIBD BD’BDBDepou
A ()\A)

MBI =T

. P
* On appelle fonction rationnellé associée a F :6 la fonction de&K danskK

définie parF(x) = g(())?)

Remarque: OADOK[X], A/X°=A, d’ot K[X] OK(X).

Théoréeme :

K(X), +, %) est un corps commutatif .

Définition : Soit F :6 une fraction rationnelle irréductible :

* On appellezéro de Ftoute racine de P.
» On appellgpdle de Ftoute racine de Q.

Remarque: I'ordre de multiplicité d’'un zéro ou d'un pdlstecelui du zéro du polynéme
correspondant.

2. DERIVATION

Définition : On appelle dérivée de la fraction rationnelle {C'—?:Ia fraction rationnelle

PQ-PC

F =
Q2
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Proposition : Soit POK[X] tel que P =A |_| (X =x,) ol AOK*, nON* et (Xq,...,X) OK".
k=1

Alors 'E— 1
. P - .

n
k=1 X- Xk

3. DECOMPOSITION en ELEMENTS SIMPLES

3.1 Partie entiére

A
Théoreme-définition : Soit F ZE une fraction rationnelle.

R
0(Q, RI(K[X])? tel que F=Q tg avec deg(R) < deg(B) ou R = 0.
Q est appelépartie entierede F.

R
B est appelépartie fractionnaire de F.

3.2 Eléments simples

Définition : On appelle élément simple dakéx) toute fraction rationnelle de la forme

cF
QO(
ou Q est un polyndme irréductible KEX] , a0N* et deg(P) < deg(Q).

Remarques:
 DansCJ[X], on aalors : deg(Q) = 1 (P constant).
« DansR|[X], on a alors: )
i) deg(Q) =1 : élément simple d€®espéce
ou
i) deg(Q) = 2 : élément simple d€"2espéce et P = aX + b.

3.3 Décomposition en éléments simples

A

(X-a)(X-a,)---(X-a,)
(a, &, ..., a)OK" (2 a 2 distincts). Alorgl (dsy,...,a,)0K" tel que :
a, a, a

F= + +..+ .

X-a, X-a, X-a,

Proposition 2 : Soit F = , AOK[X] tel que deg(A) <n et

n

A
Proposition 3 : Soit F :E ou (A, BJ(K[X])?/ B irréductible et deg(A) <deg(R

n Rl RZ I:zn N
Alors :O(Ry, Ry, ... , R)OK[X])" / F :E+§+---+ g o deg(R < deg(B).
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A
Théoreme-définition : Soit FO C(X) tel que F =5 B peut s’écrire de maniére unique de

laforme : B =a] [(X—3a)" ol (a)1<i<n cOmplexes 2 a 2 distinctseefl C.
i=1

Alors F peut s’écrire de maniére unique de la forme
( R, )
F=Q+ —
]sizsnkls%i (X _ai)JJ
Cette expression est appetiEeEomposition en éléments simplete F.

ou ROC et QI C[X].

3.4 Pratique de la décomposition de F = P/Q

a) Préliminaires :
1. on met la fraction sous forme irréductible
2. a l'aide de la division euclidienne on déterenia partie entiére et la partie
fractionnaire
3. on factorise le dénominateur
4. on écrit la décomposition sous forme littéatiansC[X] ou R [X])
5. on calcule alors les coefficients par des ndgkaliverses :

b) Cas d’'un pdle simple :

FJ
Soit la partie polaire de F :6 relative au pdle simple a :
P(a)
A=((X-a)F = —
(x-2R@ = 55

c) Cas d’'un p6le multiple a d’ordre n :

» Le coefficient de (X - d) est ((X -a)" F)(a)

* Pour les autres, on peut :
- donner a X des valeurs et résoudre le systdrtemo
- multiplier par X et faire tendre ensuite X vénsfini
- utiliser éventuellement la parité et I'unicité la décomposition
- réduire au méme dénominateur et déterminezdefficients par

identification
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