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AL.5 Groupes — Anneaux - Corps

|. Groupes

Définition 1 :

On dit qu’'un ensemble non vide G muni d'une |ldést ungroupesi :
* laloi [J est associative

* G admet un élément neugeur la loi(]

+ tout élément de G admet un symétrique pour lalloi

Remarque: Un groupe est un monoide dans lequel tout éléastrsymétrisable.

Définition 2 :
| On qualifie dabélien (ou commutatif) tout groupe dont la loi est commutative.

Conventions::

» Dans le cas d’'un groupe multiplicatif (J'élément neutre sera noté 1 (plutét que e)et |
symétrique sera dit inverse *x

* De méme, dans le cas d’'un groupe additif€}d;elément neutre sera noté 0, et le
symétrique sera dit oppose : -X.

Remarques :Soit (G,*) un groupe

» L’existence de I'élément neutre entraine la noruitade G.

e L’élément neutre de G est unique.

* Tout élément de G admet un unique symeétrique etgstier ( c-a-d. x*y = x*z= y = z).

« L'équation a*x = b (Resp. x*a = b) admet dans Gdhution unique &b (Resp. b*d).

» Enfin si G est un groupe additif abélien, on digpds la regle des signes : x-(y+z) = x-y-z.

Il. Morphismes de groupes

Définition : Soient (G[0) et (G’,00) deux groupes etf: G G

* On appellehomomorphismede groupes, toute application f : G G’ telle que :
O(x,y)OG?,  f(x Oy) = f(x) O f(y).

* Un homomorphisme de (G) dans (G,]) est appeléndomorphisme,

* Un homomorphisme bijectif est appé&émorphisme,

* Un endomorphisme bijectif est appalomorphisme.

Proposition : Soitf: (G[1)- (G’, 0) un homomorphismée groupes. Alors :
» f(e) =e’ (ou e et e sont respectivement les éléts neutres de G et G).

o OxOG, f(x1) = (f(x))™.

o OxOG,On0O7Z , f(xX") = (f(x))".

[ll. Sous-groupes
Définition 1 : Soient (G,1) un groupe et H] G. On dit que H est usous-groupede G si :

« O(x,y)OH? xOyOH (H stable pour la Idi)
e elH
« OxOH, x*OH (x* symétrique de x).
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Remarque: Un sous-groupe est un groupe.

Proposition 1 : Soient (G,1) un groupe et HIG. Pour que H soit un sous-groupe de (G,
il faut et il suffit que I'on ait :

e HZ[

o O(x, y)OH? x Oy *0OH

Définition 2 : Soitf: (G[) - (G’, ) un homomorphisme de groupes.
* On appellnoyau de f, noté Ker f, I'ensemble défini par :

Ker f =BG/ f(x)=e"}= f ({e?).
e On appellamagede f, noté Im f, 'ensemble défini par :

Im f =G’/ IXOG, f(x)=y}=f(G).

Proposition 2 : Soit f: (G[J)- (G’, ) un homomorphismeée groupes. Alors :
Ker f et Im f sont respectivement des sous grodee$Gl) et (G’,01).

Proposition 3 :Soit f: (G[J)- (G’, ) un homomorphismeée groupes.
» finjectif = Kerf={e}
o fsurjectif = Imf=G'.

V. Structure d’anneau

a) Notion d’anneau

Définition : Soit (A, +,.) un ensemble muni de 2 |.c.i. notées + et
On dit que (A, +,) est unanneausi :

* (A, +) est un groupe commutatif d’élément neutre 0

e laloi.est associative et possede un élément neutéelno

* laloi. est distributive par rapport a la loi +

Remarque: si de plus la loi est commutative on dit que (A, 4, est un anneau commutatif.

Remarque: on dispose des regles valables dans tout gralgleen, et des propriétés qui
tiennent au caractére associatif de la (piossibilité de définir .

b) Sous-anneau

Définition :

Soit B une partie d'un anneau (A, .}%,0n dit que B est usous-anneauwde A si
* B sous-groupe de (A, +)

« B stable pour laloi (O(x, y)OB? x .y OB)

 1,00B

Remarque: Un sous-anneau de (A, J, est un anneau pour les lois induites par celies.
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Proposition : Soit B une partie d’'un anneau (A, .,
B est unsous-anneaude A si et seulement si :

« O(a bIB? a-bdB

e a.bB

 1,0B.

c) Anneau integre

Définition : Soient (A,+,.)) un anneau etf@ / a#0, . On dit que :

e aestdiviseur de zéro a gauchd BiIA, b#0,, a.b =0

» aestdiviseur de zéro a droite[SSLA, c#0a, Cc.a=Q

» aestdiviseur de zéro si a est diviseur de zémoide et a gauche

Définition :
|Un anneau est ditégre s'il est commutatif et s'il "admet pas de divisede zéro.

V. Structure de corps

a) Généralités
Définition :
| On appelle corps tout anneau non nul dont tout étémon nul est inversible.

Remarques:
i) On qualifie de commutatif tout corps dont laltiplication est commutative.
i) Un corps ne possede pas de diviseur de zéro.
iii) Dans un corps K, I'équation . + b =0 ou (a,lh)K* xK admet une solution
unique : x = - ba™.

Définition : On appelle morphisme de corps (resp. d’anneaug tapplication du corps (resp.
anneau) (A, +,) dans le corps (resp. anneau) (B, tel que :

« O(a, b)J A? f(a + b) = f(a) + f(b)

« O(a, b)O A% f(a. b) = f(a). f(b)

o f(1a) =18

|| Proposition : Tout morphisme de corps est injectif.

b) Sous-corps

Définition : Soient (K, +,.) un corps et L1 K. On dit que L essous-corpsde K si :
* L est un sous-anneau

« Ox0OL\0}, x 0L

Remarque: tout sous-corps est un corps.

Proposition : L est unsous-corps de (K+,.) si et seulement si :
« O(x,y)OL? x - yOL

« O(x,y)0OL? x yOL

o Ix[L

« OxOLO}, x 0L
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