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AL.3

Applications - Lois de composition
interne

I. APPLICATIONS

a) Définitions

Définitions : Soient E et F deux ensembles.

¢ On appelle fonction de E vers F toute relation f de E vers F telle que pour tout élément x
de E, on lui associe au plus un élément y de F ; on écrit y = f(x).

On appelle ensemble (ou domaine) de définition de la fonction f, I’ensemble des éléments
x de E tels qu’il existe y de F vérifiant y = f(x) ; cet ensemble est noté Dy.

Une fonction f est appelée application lorsque Df = E.

Remarques :
e L’ensemble des applications de E vers F est noté F*
® Onnote souventf: E—F
x >1(x) ; f(x) est I'image de x par f (élément de F associé a x par f)
e f:E—F,g:F— G 2applications, on définit gof : E = G par gof(x) = g(f(x))
e f:E — E définie par f(x) = x est appelée application identique dans E et notée Idg

Proposition (associativité) :
Pour toutes applications f:E —->F,g: F—-G,h: G—H,ona:
(hog)of = ho(gof)

b) Applications injectives, surjectives, bijectives
Définition : Soit f une application de E vers F , on dit que :
e festinjectivesi V(a,b)e E’a#b= f(a) # f(b)
o festsurjectivesi VyeF, IxeE, f(x) =y
e festbijective si festinjective et surjective (ou encore VyeF, A!xeE, y=f(x) ).
Dans ce cas f admet une bijection réciproque f ! de F vers E telle que :
xeE,yeF, y=fx) e x= f'l(y)

Remarque : f: E = F est bijective si et seulement si il existe g: F — E telle que gof = Idg
et fog =Idg. On aalors g = f!

Propriétés :
e Si gof estinjective, alors f est injective.
e Si gof est surjective, alors g est surjective.
e Lacomposée de 2 injections est une injection
surjections est une surjection
bijections est une bijection et (gof) Tof'o g

Définition :
H Si fof = Idg on dit que f est involutive.
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Remarque : si f est involutive alors f est bijective et f ' =f .

¢) Restriction et prolongement

Définitions : Soit f une application de E vers F

e Soit A une partie de E, I’application g : A — F définie par Vxe A, g(x) = f(x) est appelée
restriction de f a A et est notée fla.

e Soit E’ une partie contenant E, I’application h : E* — F définie par VxeE, h(x) = f(x) est
appelée prolongement de f 2 E’.

d) Images directes ou réciproques de parties par une application

Définition : Soit f une application de E vers F.
¢ Pour toute partie A de E on définit I’'image directe de A par f, noté f(A), par :
f(A) = {f(x) / xeA}.
® Pour toute partie B de F on définit I’image réciproque de B par f, noté f 1(B), par:
f'(B) = {xeE/ f(x)eB}.

Proposition : Soit f une application de E vers F.
e On apour toutes parties Aet Bde E :
f(A U B) =f(A) U f(B) et f(A N B) c f(A) N f(B).
¢ On a pour toutes parties A’ et B’ de F :
frAUB) =t A)UFIB), A NB) =t (A) N fIB)etf(A)=F"(A).
e Soit A une partie de E et A’ une partie de F, on a :
AcflfA)etf(E(A) A’

Remarque : Soient AcEetf:E —E.
On dit que A est stable par f si f(A)Cc A
invariant par f si f(A)=A

I1. Lois de composition interne

a) Définitions

Définitions :
e On appelle loi de composition interne sur un ensemble E ou opération dans E toute
application de E X E dans E. Une l.c.i. est souventnotée * : EXE — E
X, y)=x*y
¢ On appelle magma tout couple (E, *) ou E est un ensemble et * est une 1.c.i.

Définition : Soit (E, * ) un ensemble muni d’une l.c.i. * , on dit que :
e Jaloi * est associative si V(a, b, c)e E’, a* (bxc)=(a*b)*c

e Jaloi* est commutative si V(a, b)e EZ, a*b=b=x*a
e sideux éléments a et b de (E, * ) vérifient a*b =b*a on dit qu’ils commutent.
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Définition : Soit (E, * , 1) un ensemble muni de 2 l.c.i. On dit que :
e laloi L estdistributive a gauche par rapport a la loi * si
V(a,b,c)e E’ al (bxc)y=(alLb)*(alc)
e laloi L estdistributive a droite par rapport a la loi * si
V(a,b,c)e E’, (bxc)la=(bLla)*(cla)
e Jaloi L estdistributive par rapport a la loi # si elle I’est a droite et a gauche

b) Eléments particuliers

Définition : Soit (E, * ) un magma, on dit que :

¢ E admet un élément neutre a gauche si 3ecE, vxeE, e * x =x
e FE admet un élément neutre a droite si 3ecE, vxeE, x e = X
e FE admet un élément neutre si decE, vxeE, x *e=¢e* X =X

Définition :
On appelle monoide tout magma (E, * ) tel que la loi * est associative et E admet un élément
neutre e.

Propositions : Soit (E, * ) un magma.
e Dans (E, *) sie, e’ sont respectivement neutres a gauche et a droite alors e = ¢’
e Si (E, * ) admet un élément neutre alors il est unique

Définition :
Soit (E, * ) un magma d’élément neutre e. On dit que x€ E admet un symétrique s’il existe
x’eEtelque x *x’=x"*x=¢

Remarque : si x admet un symétrique on dit que x est symétrisable (ou inversible)
ce symétrique est souvent noté x T-x pour 1’addition )

Propositions : Soit (E, * ) un monoide.
e Siaestun élément symétrisable de E, alors son symétrique est unique.
e Soient a et b deux éléments de E symétrisables.

Alors a * b est symétrisable et (a * b) Topligl

Définition : Soit (E, * ) un ensemble muni d’une l.c.i. * , on dit que :
e acEest régulier a droite si V(x,y)eE’, x *a=y#*a = x=y
e acE est régulier a gauche siV(x,y)eE* a*x=a*xy = x=y
e acE estrégulier s’il est régulier a droite et a gauche

Remarque : dans (R, X) 0 n’est pas un élément régulier.

Proposition :

Tout élément symétrisable est régulier.




