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AL 6 - Formes quadratiques -
Applications

E désigne un espace euclidien.
|. Réduction des formes quadratiques

a) Formes bilinéaires symétrigues
Définition 1 : La matrice A= [g]0%1,(R ) de terme généralje= ¢(e, g) est appelé matrice
H de¢ sur la base B ¢,)

idLa]”

b) Changement de base
Soient e, e’ deux bases de E: A'P.A.P.

c) Formes guadratiques
Définition 2 : Soit$ une forme bilinéaire symétrique sur EXE. On agdelime
“ guadratique associéed, I'application, notée g, de E dafis définie par :
Ox O E, q(x) =¢(x, x)="XAX .

Proposition 1: Soientd une forme bilinéaire symétrique sur EXE et g lanfe quadratique
associée @ .On a:

1 O Y)DE, a(x +y) = q(x) + q(y) + &(x, y)
2 O Y)OE, 0, y)= %(q(x +Y) — q(x) — q(y))forme polaire de q

3 O, y)OE, d(x, y)= %(q(x +y) — g(x — y))forme polaire de q

Définition 2: Soit une application g: E R . On dit g est unéorme quadratiques’il existe
une forme bilinéaire symétriqesur ExE telle qué est une forme bilinéaire
symétrique sur EXE associée.a q

Proposition 2 : Soit g une forme quadratique sur E. On a:
OAOK, OXOE, q¢x) =2%q(X).

d) Réduction des formes guadratiques

Théorémel: Pour toute forme bilinéaire symétriggiesur ExE, il existe au moins une bas
de E orthogonale pod.

A\1”4

Théoréme?2: Réduction de Gauss
Toute forme quadratique sur E est décomposabla,d&ins une fagon, en une
combinaison linéaire de carrés de formes linéanmdspendantes.

II. Coniques — Quadrigues - Equations réduites
a) formulaire sur les conigues
Définition 1 : Soient un point F, une droif® ne passant pas par F et un réel e>0.

||On appelle conique de foyer F, de directridest d’excentricité e, 'ensemblé des points M
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du plan vérifiant : MF = e. d(MD). On distingue trois cas :
1 0<e<l :Cestunellipse
2 e =1:Cestungarabole
3 e>1:(estunéyperbole

i- Equation cartésienne d’une conigue Soit la coniquel de foyer F, de directric® et
d’excentricité e, d = d(FD). Soitf vecteur directeur d@.

Dans le repére orthonormal (5,), C a pour équation cartésienne’ =+y” = €(x — dY.
il- Equation cartésienne d’'une parabole :
Soit P la parabole de parameétre p>0. Il existe un repgr®normal (O,f,f) dans lequefP a

pour équation cartésienne”-y2px =0 ol p = d(ED). On a alorsOF :%T etD:x= %

iii- Equation cartésienne d’une ellipse :

Soit £ une ellipse. Il existe un repére orthonormal (§) dans lequefE a pour équation
2 2
cartésienne :X—2+% =1, (O<b<a).
a

2 2
Réciproguement, la courbe d’équatiégw% =1, (O<b<a), est une ellipse de foyer
a

2
F=O+ci (c =+/a’> - b?) de directriceD : x = 2, d’excentricité e = .

C a
Le point O est centre de symétrie Heappelé centre de I'ellipse.

E admet deux foyers F = O + @t F' = O - ci (c =+a? —b?) et deux directrices d’équations :

2 2
a

D x=2 D x=2.

C C
iv- Equation cartésienne d’'une hyperbole :
Soit H une hyperbole. Il existe un repére orthonormalf@) dans lequelH a pour équation

2 2

cartésienne X—Z—% =1, (a>0, b>0)
a

2 2

Réciproguement, la courbe d’équatiggl—% =1, (a>0, b>0), est une hyperbole de foyer
a

2

F=O +ci(c=+a?+b?) de directriceD : x = 2, d’excentricité e =

C a
Le point O est centre de symétrie #le appelé centre de I'hyperbole.

H admet deux foyers F = O +i @t F' = O - ¢i (c =+/a? +b?) et deux directrices

2 2
a

D:x=2 etD:x =-2_,
C C

b) Réduction d’une conigue
Définition 2 : Si dans un repér® ; i,j) du plan, une courbe admet une équation de la forme
f(x, y) = 0 ou f est un polyndme de degré 2 f(e.y) = ax + 2bxy + cy +2dx + 2ey + k), il
en est de méme dans tout autre repére. On di€ @st une conique.
1 ax’ +2bxy +cy est appelée partie quadratique de I'équation.
2 2dx + 2ey est appelée partie linéaire de I'équatio
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a b
3 On noteA = (b j la matrice de la forme bilinéaire symétrique assma la partie
C

quadratique.

Théoremel : Sirg(A) = 2, la courb&” a un centre de symétiiXo, Yo) €t un seul.
Dans le repéreQ, 1,7 ), C a pour équation : aX*+ 2bx'y’ + cy? + f(xo, Yo)= 0

Remargue: Q(Xo, Yo) centre de symétrie- %(Q) :%(Q) =0

Nature d’'une conique: SoitC la conique d’équation : &% 2bxy + cy + 2dx + 2ey + k = 0.
Interprétation matricielle On peut écrire cette équation sous la forme :
X

yj;L:(Zd, 2).

Equation réduite d’'une conigueComme A est symétrique et réelle, alors elle est

‘V.AV+L.V+k=0 ou V:(

A O
diagonalisable dans une b.o.n. et on a : A=P.Bu F10(2) et D :(O uj.

Dans cette basé€, a pour équation:V'.D.V'+LP.V'+k =0 avec V=P.V’;

X
Siv' :(Yj’ alors I'équation d€ est de la formexX? + uY?+d’X + e’Y + k=0, alors :

1 Siac—b6>0, alors\p> 0 et on dit que_ est du type ellipse
2 Siac-B<0, alors\p< 0 et on dit que_ est du type hyperbole
3 Siac-B=0, alors\u= 0 et on dit que_ est du type parabole.

c) Quadrigue

Définition 3 : On appelle quadrique de E toute surfécg@ossédant dans un repére
orthonormé (O i, 7,k ) une équation du type :
Ax? + By? + CZ% +2Dxy + 2Exz +2Fyz +2Gx +2Hy +21z +J = 0 (¥)
Définition 4 :
Soit une équation du typex? + By? + Cz* +2Dxy + 2Exz +2Fyz +2Gx +2Hy +2z +J = 0.

1- AxX® + By? + CZ? +2Dxy + 2Exz +&Fyz est appelée partie quadratique de I'équation.
2- 26x +2Hy +2z est appelée partie linéaire de I'équation.

A D E
Remarque :SionnoteM =| D B F |lamatrice de la forme bilinéaire symétrique
E F C

associée a la partie quadratique, alors la mattiest symétrique réelle, donc diagonalisable
a l'aide d'un changement de b.o.n. M est donc sabila une matrice diagonale

a 0 0
0].

D= b
0 ¢

0
0
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i-Quadrigues a centre :

Théoreme 2 Si rg(M) = 3, la surfac® a un centre de syméti¥(xo, Yo, 2) et un seul.
Dans un repére orthonorng€a uneéquation réduitele I'un des types suivants :
2 2 2
X y Z _ . .
. —+-5+—=1 Ellipsoide
a> b° ¢
X2 2 ZZ
. ?+%—? =1 Hyperboloide a une nappe
XZ y2 Z2
. = +?—? =-1 Hyperboloide a 2 nappes
X2 2 ZZ
. =+ -2 =0 Coéne elliptique
a° b ¢

Remargue: Q(Xo, Yo, Zo) centre de symétrie- g—f(Q) =g—f(Q) =g—f(Q) =0
X y z

ii-Autres quadriques :

Casrg(M) =2 M n’étant pas inversible, il existe ®(3) et D une matrice diagonale telle que
M = PDP.. On peut, quitte & permuter les réles de x, y sezamener au cas ol l'on a :

a 0 0
D=0 b 0| avec ak0.
0O 0O

Théoréme 3: Sirg(A) = 2, la surfac® possede dans un repére orthonoume équation

réduite de I'un des types suivants :

2 2
2 y _—
1- j—2+% =?Z Paraboloide elliptique

2 2
oo L Y :é Paraboloide hyperbolique « selle de cheval »
a2 b? ¢
X2 2
3- —2+% =1 Cylindre elliptique
a
X2 yz . .
4- 7Ty =1 Cylindre hyperbolique

Casrg(M) = 1 Il existe POO(3) et D une matrice diagonale telle que M = PDP
a 00
On peut, quitte a permuter les roles de x, y sezameneraucas@=(0 0 O
0 0O

avec a0.

On omet dans le théoréme suivant, les cas triviau® est un plan ou une réunion de 2
plans :

Théoreme 4: Sirg(A) = 1, la surfac€® possede dans un repére orthonoums
éguation réduite : 2% 2py Cylindre parabolique
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