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Al 4 — Espaces préhilbertiens réells

E désigne un R -espace vectoriel de dimension quelconque
I . Produit scalaire euclidien
a) Généralités

Définition 1 : Une application : EXE - R est appelée :
i) application bilinéaire si :
O, y, 20 B, ONOR, dAx + v, 2) = Ad(x, 2) + &(y, 2) et d(z, Ax +y) =Ad(z, %) + d(z, y).
ii) application syméteriquesi : O(x, y)O B, ¢(x,y) = d(y, x)
iii) application définie si: UxUE, ¢(x,x) =0 « x=0;.
iv) application positive si: Ux[J E, ¢(x, x) 20.

Définition 2 : Une applicationp : EXE — R est appeléproduit scalaire euclidiesur E si
¢ est une forme bilinéaire symétrique, définie positive.

Définition 3 : Un espace préhilbertien réedst unR -espace vectoriel E de dimension
quelconque (finie ou non) muni d’un produit scalaire euclidien (.|.), un tel espace est noté (E, (.|.)).

Théoremel : Soit (E, (.|.)) un espace préhilbertien réel enfSous espace vectoriel de E . La
restriction du produit scalaire euclidien a F esptoduit scalaire euclidien.

b) Norme euclidienne :  Soit E un espace préhikoeréel.
Notation : Ox[E, on note [x] = /(x| x)

Conséquence : Ux[E, ||x|| =0 e x =0

Théoréme? : Soient (E, (.|.)) un espace préhilbertien réekeyY appartenant &°E

) ()< Iy
vecteurs est nul ou les deux sont liés.
i) ”X +y

est nul ou les deux sont positivement liés.

(Inégalité de Cauchy - Schwartz ), il y a égalité si, et seulement si 'un des deux

<|x]|+|y| (Inégalité de Minkowski ), il y a égalité si, et seulement si I'un des deux vecteurs

Théoreme3 : Soit (E, (.|.)) un espace préhilbertien réel. Llaggtion qui a tout vecteur x de E

associdx| = /(x| x) est une norme sur E.

Formulaire : [(x, y)LJE2,
D sl =+l + 20 )
i) [ =yl =l sl - 2] )

1
i) (x| y) = b+ oI [ -

)

. 1
i) (x/9)= (5 ==l

}7

IT . Orthogonalité Soit (E, (.|.)) un espace préhilbertien réel
a) Définitions — Propriétés générales

Définition 1:
Deux vecteurs x et y de E sont dits orthogonaux si: (x|y) =0
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Définition 2 :
Deux parties A et B de E sont dites orthogonales si: L(x, y)UAxB, (x]y) = 0.

Définition 3 :
Lorthogonale d’une partic A de E est Pensemble : A" ={x0E/Oy0A,(x|y)=0} .

Définition 4 : Soit | une partie d&N . Une famille (o de vecteurs de E est dite :
i) orthogonale si: @, )UI1%i# = (ui | u) =0
ii) orthonormale si: 0@, )12 , (u | u) = & (symbole de Kronecker)

Propriété 1: Soient E un espace préhilbertien réel, A et Bxgmarties de E.
i) A" :{X UE/Oy0A,(x|y) = O} est un sous espace vectoriel de E .

iy AOB= B"OA"
iy A% =(VectA)”
iv) ADOA™

Conséquence pratique : Soit F un sous espace vectoriel de E. Si (w)imr est une base de F, on a :
xOFY e Gi0L @ | x) =0.

Propriété 2 : Soient E un espace préhilbertien réel et F un espace vectoriel de E.
onar” nF={0.}.

Définition 5 : Soit F un sous espace vectoriel de E tel BueF [ F" .

On dit que le sous-espace vectoriel FYest un supplémentaire orthogonal de F.

Propriété 3 :

i) Toute famille orthogonale (w)ior de vecteurs non nuls de E est libre.

b P e )
2| = 2wl
i=1

i=1

i) St (ui )iE[[Lp]] est une famille orthogonale de E, alors

b) Supplémentaire orthogonal
1) Cas: dim E < o

Théorémel : Soit E un espace préhilbertien réel de dimensiue fespace euclidignpour tout sous
espace vectoriel F de E, orfa= F [ FU.

Théoreme 2 :
Tout espace préhilbertien réel de dimension finie non nulle admet une base orthonormale.

Théoreme3 : Soit E un espace préhilbertien réel de dimensiae fion nulle, toute famille
orthonormale de E peut étre complétée en une rsenormale (bon) de E.

2) Cas : dim F < o et dim(E) quelconque.

Théoreme4 : Soit E un espace préhilbertien réel de dimensia@icgnque et BEV{O¢} , alors :
E=Ra0(Ra)".
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Théoréme 5: Soit E un espace préhilbertien réel de dimengigiconque et F un sous espace
vectoriel de dimension finie de E, alor&:=F O Y.

c) Projection orthogonale sur un sous espace vectoriel de dimension finie

Définition 6 : Soit F un sous espace vectoriel de dimension, foriealorsE =F [ Y et

|| le projecteur de noyau F Het d’image F est appelé projection orthogonale sur F.

Théoréme6 : Soit E un espace préhilbertien rée(et) ] une base orthonormée de F.

ift.p

p
La projection Porthogonale sur F est définie pdix OE, Pq(x)= ) (x|e;)e; -

i=1

d) Orthogonalisation de Schmidt

Théoréme?7 : Soit E un espace préhilbertien rée(et) une famille libre de E, alors il existe

i1,n]
telle que Dﬂl,n]], Vect(xl,...,xi) :Vect(y1,...,yj) .

une famille orthogonaléy; )iD|[1 o]

Corollaire :
Soit E un espace préhilbertien réel de dimension finie, alors il admet au moins une base orthonormée.
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