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Al 3 - Réductionsl

Dans ce chapitre K= R ouC, et E est un K-espace vectoriel
I. Valeurs propres et vecteurs propres

a) Sous espaces stables par un endomorphisme

Définition : Soit f un endomorphisme de E (on ndie(E)) et F un sev de E.
On dit que F est stable par £ si f(F) UF.

Proposition : Soient f, gLI1£(E).
1. Sifetgcommutent (fog=go f) alors Ker f et Im f sont stables par g.

2. Soit B = {ey, ez, ..., e} une base de E. Pour tout j [J ﬂl,n]] , notons Fj = Vect(ey, . . ., €).
La matrice de f dans B est :
» Diagonale = Pour touti O[[1,n], la droite vectorielle Ke; est stable par f

® Triangulaire supétieure < Pour tout j [] [l,n]] , le sev Fj est stable par f

b) Endomorphisme stabilisant les sous espaces d’'une somme directe

Proposition : On suppose que E est de dimension finie et gad-El G, F et G distincts de {§.
Soit B une base de E obtenue par juxtaposition des bases de F et de G et M = Mats(f).
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1. Feststableparf & M ot A gimr(K).

2. Fet Gsontstables par f & M ot A imr(K) et CUMima (K)

c) Vecteurs propres et valeurs propres d’un endomorphisme

Définition : Soit fUS(E) etAlK.

On dit que A est une valeur propre de f s’il existe un vecteur non nul u de E tel que f(u) = Au.
Un tel vecteur est appelé vecteur propre.

L’ensemble des valeurs propres éventuelles de f est appelé spectre de f, et il est noté Sp(f).

Proposition :  Soit fUELE).

A est une valeur propre de f < (f— Aid) n’est pas injectif

Définition : Soit fJ.£(E) etA une valeur propre de f.
Le sev Ej = Ker(f - Aid) est appelé sous espace propre de f associé a A .

d) Vecteurs propres et valeurs propres d’une matrice

Définition : Soit MO91,(K) etAlK.

On dit que A est une valeur propre de la matrice M s’il existe un vecteur colonne non nul U de K» tel que
M.U = AU. Un tel vecteur U est appelé vecteur propre.

I’ensemble des vecteurs propres associés a une valeur propre donné A engendre un espace vectoriel

appelé sous espace propre et noté E,.
L’ensemble des valeurs propres éventuelles de M est appelé spectre de M, et il est noté Sp(M).
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Proposition : Soit MU, (K) .
A est une valeur propre de M < det(M — AL,) = 0

e) Propriétés des éléments propres

Proposition : Soit (A1, A, . . ., Ap) une famille de p valeurs propres deux a deux distinctes .

Notons Ei, Ea, . . ., E; les sous espaces propres correspondants.

Alors la somme Ei + Bz + ... + E,; est directe.

D’une manicre équivalente :

Soit (u1, vy, . . ., up) une famille de p vecteurs propres deux a deux distincts . Alors, cette famille est libre.

Conséquence :
Si dim E = n, alors fl1€(E) admet au plus n valeurs propres distinctes.

(On a un résultat analogue pour MU, (K)).

Proposition : Deux matrices semblables ont le méme spectre.

I1. Polyn6éme caractéristique Soit E un K-espace vectoriel de dimension n 21.
a) Généralités

Définition : Soit MO91,(K) (resp. f1£(E)). Lepolyndéme caractéristiquele M (resp. de f),
noté Kn(X), est défini par : Xu(X)= det M — X.1.) (resp. HKe(X)= det(f — X idg)) .

Proposition :
1. Soit MU, (K), le polyndéme caractéristique de M vérifie :
Ku(X)= (-1)n Xn + (-1)nt tr(M) X1 + ... + det M.
2. M et M ont le méme le polyndme caractéristique.
3. Deux matrices semblables ont le méme le polynéme caractéristique.

b) Polynéme caractéristique et valeurs propres

Proposition : Soient MO, (K) , fOLE)) et ALK .
A est une valeur propre de M < A est racine du polynome caractéristique K ;

A est une valeur propre de f < A est racine du polyndme caractéristique K¢

Définition : Soient MJ91,(K) (resp. f18(E)) etATK.
On dit que A est une valeur propre de M (resp. de f) de multiplicité k si N est une racine de Xu(X) (resp.
*:(X) ) avec la multiplicité k. Cette multiplicité est noté m(A).

Proposition : Soit f{HEE). On suppose que :
- E:F1DDFP
» OkO[1,p] ,lesev Fi nest pas réduita {Og}.

= [k D[[l,p]] ,le sev Fi est stable par f; on note alors g« = £/ .
Alors : ¥(X) = Ku(X) ... X (X) .

Proposition : Soient fE(E), A une valeur propre de f de multiplicité m(A) et d(A) = dim E, , alors :
mey = doy) =1
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ITI. Endomorphismes et matrices diagonalisables
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n 21.
a) Polynémes d’endomorphismes ou de matrices

Définition :

P
Soient fL1(E) (resp. MOM(K)) et P = D a2, X" D K[X].

k=0

P P
On note P(f) = Z:akfk (resp .P(M) = Z:akl\/[k )
k=0 k=0

On dit que P(f) (resp. P(M)) est un polynéme de Pendomorphisme f (resp. de la matrice M).

Proposition : Soient @, B) [ K, fLJS(E) et (A, B)[I (K[X])% Ona:
(0A + BB)() = o A(f) + BB(D) , (AB)(H) = A(D).B(f) et 1(H)= ids .

Définition :

Soient f18(E) et PLI K[X] (resp. M9, (K)) .
Si P(f) = Ogw (resp. P(M)=0), on dit que P est un polynéme annulateur de £ (resp. de M).

Proposition : Si P est un polynome annulateur de f, alors les valeurs propres de f sont racines de P (la
réciproque est fausse).

Théoréme : (Théoréme de Cayley-Hamilton )
Le polynéme caractéristique de f est un polynéme annulateur de f.

b) Généralités
Proposition - Définition : Soit f.£(E). Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. E= 0O E,.

AOSp(f)

2. % estscindé dans K[X] et d\) = m(\), A O SH f).
3. Y. d(A\) =dimE.

AOSp(f)

4. Il existe une base de E dans laquelle f est diagonalisable.
Si'une de ces quatre conditions est vérifiée, on dit que f est diagonalisable.

Définition : Soit  MO91(K).

On dit que M est diagonalisable sur K, si 'endomorphisme de K» qui lui est associé est diagonalisable.

c) Conditions de diagonalisabilité

Proposition 1: (Condition suffisante)
Soient fULE) et n = dim(E). Si f admet n valeurs propres distinctes, alors f est diagonalisable .

Définition : Soit fOS(E) (resp. MI191,(K)). On appelle polynéme minimal de f (resp. de M)
le polynome unitaire de plus petit degré o (resp. aar) tel que oe(f) = 0 (resp. an(M) = 0).

Proposition 2 : (Condition Nécessaire et Suftisante)
Soit fUL(E). f est diagonalisable si et seulement si o, est scindé a racines simples.

Proposition 3 :
Si fIE(E) est diagonalisable, alors la restriction de f 2 un sev stable par f est diagonalisable.
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IV. Applications

Calcul des puissances d’une matrice
Suites récurrentes linéaires

V. Trigonalisation E désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension n.

Définition : Soit fOL(E).

On dit que f est trigonalisable s’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure.

Proposition : CNS de trigonabilité
Soit fULE) (resp. MOML(K) ). f (resp. M) est trigonalisable < & (resp. K est scindé dans K.

Corollaire : Si fOLC") (resp. MOM,(C) ) . Alors, f (resp. M) est trigonalisable.

Proposition : (Somme et produit des valeurs propres)
Soit MOM.(C) de spectre SpMM) ={Ay, ..., Ay} de multiplicités respectives {my, ..., mp}.

Alors : tr(M) = muiAg+ ...+ mpA, et det(M) =A™ ><--~><)\:” :
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