Algébre 2.1/2

Al 2 - Déterminants d’ordre n

Dans tout ce chapitre on prendra KR=ou C. On se placera dans un K-espace vectoriel E derdiion n.

1. FORMES LINEAIRES ALTERNEES

Définition : Une application f : E - K est undorme n-linéaire alternéesur E si elle vérifie :
Oi O L, n], 00Xy Xa X g5 Xiggaeen Xy ) DE"™, application f partielle :
% f(X 1 X50e X 45X, Xi41,---,X,,) €St lin€aire.

O )i DE", X, =% avec i#f = f(Xy Xp,e X 0o X500, ) = 0

Proposition 1 : antisymétrie
Soit f est une forme n-linéaire alternée sur g, ;,..X; eeeesX; peens Xy ) = - f(xlvxz,..xj D G S )

Proposition 2 : Soit f une forme p-linéaire alternée sur E. On Ime@nge pas la valeur de
f(X1, ..., %, ..., %) Si 'on ajoute a I'un des élémentsune combinaison linéaire des autres éléments.

2.
2.1

DETERMINANT
D

éterminant d’'un systéme de vecteurs

Théoréme — définition :Soit B= ( g ),,,,; une base de E. Il existe une seule et unique farme

linéaire alternée f sur E telle que €(...,€) = 1. Cette application s’appelle déterminantsdan

base B, notée dgt On a en particulier def( €,...,6,) =1

Rq : Pour une famille S= (;x de n vecteurs de E, définis par; =(&,,...,&,) dans la base B,
8y Ay

on note : deg( X, ... X,) = detz(S)= ' :
anl cee a

nn
2.2 Propriétés.
+ Soient B et B' deux bases de E. Les applicatrméaires alternées dgt et detg. sont
liees par la relation : dgf = det.(B) det 5
On a I'équivalence suivante : S famille librerdeecteurs de E- det (S) #0

» Le déterminant dans la base B d’'une famille deatetes ne change pas si on ajoute a un
vecteur une combinaison des autres.

2.3 Déterminant d'un endomorphisme.

Théoreme-définition : Soit ull £ (E). Il existe un unique scalaire k tel que pour¢dusse
B =(e) i de E et toute famille (3, de vecteurs, on ait :

det 5 (u(x,), ....,u(x,)) = kdetg (X;,....X;,)

Ce scalaire k est appelé déterminant de I'endohieme u, il est noté det u.

On a par ailleurs,det u = det 5 (u(e,), .... ,u(e,))
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Algébre 2.2/2

Propriétés :

e detld=1

+ [aOK, det @ Id)=a"

e [O(u,v)OL(E) X L(E), det(uov)=(detu) (detv)

« OulZ(E) , ubijectif detuz0 etonadet(ud)=(detu)"

2.4 Déterminant d’'une matrice carrée.
Définition : Soit M une matrice d’ordre n. On appelle détermirde M, le déterminant dans la base

canonique de Kde la famille formée par les vecteurs colonnesadedtrice M.

Propriétés :
e OM,N)OM, 2(K), det (M N)=det(M).det(N) =det(N M)
e DoOK OMOM, (K),det@M )=a"detM
e Minversible = det Mz 0

Det ('M) = det ( M)

* Si M et N sont deux matrices semblables, alordvletdet N

3. CALCUL DE DETERMINANTS

Il est basé sur trois idées essentielles :

» Le déterminant est invariant si on ajoute a unerom ( resp. une ligne) une combinaison
linéaire des autres colonnes ( resp. lignes)

+ Poura UK, I'échange des colonnes,Gta C; multiplie le dét. pao (id pour ligne).

 L'échange entre les colonnes& C; change le signe du déterminant ( idem pour ume)ig

3.1 Développement suivant une ligne ou une colonne

Soit A = (g ) U M, (K). On appelle mineur de;ale déterminandy; de la matrice extraite de A,

obtenue en supprimant la ligne i et la colonr@n.appelle cofacteur dg ale scalaire ( -1y! Ay .

Théoreme :Soit A = (g;) UM, (K).

n . .
Ona: detA=Z(—1)'+’aiinj ( développement suivant la ligne i)
i=1

n . .
Det A =Z(—1)'+J a;4; (développement suivant la colonne j)
i=1

a; &, - A,
. . o . 0 a, : i
Corollaire : Soit T une matrice triangulaire 1= . alors detT =|_| q;
: ‘. 1=1
0 0 a

nn

Proposition : déterminant par blocs

A B
Soit M = {O C} avec A matrice carrée d'ordre n et C matriceéead’ordre p.

Ona detM=detA.detC
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