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Al 1 - Révisions d’algebre

Dans tout le chapitré&k désigneR ou C.
1. ESPACES VECTORIELS

1.1 Structure d’'espace vectoriel

Définition : On appelleespace vectoriesurK ouK-espace vectoriel tout ensemble E
muni d’'une loi de composition interne notée +’ahd loi de composition externe
notée . tel que :

* (E, +) est un groupe commutatif

 laloi externe vérifie les 4 propriétés :

1-0A, W OK2 Ox OE, A + )X =AX + X

2-0ON0OK, O, y) OE2, A.(X+Yy) =AX+Ay

3-OA,wW0K?, Ox O E, A.(1.X) = AR)X

4-[xJE, 1.x=X

1.2 Sous-espace vectoriel

Définition : Soient E urK-espace vectoriel et E. On dit que F est lsous-espace
vectorielde E si :
1) F£f
2) O(x,y)OF2, x+yOF
3) OAOK, OxOF, Ax OF

Proposition 1 : Soient E urK-espace vectoriel etE E. F est un sous-espace vectoriel de
si et seulement si : 1. #f
2.0(x, Y)OF, OANOK, Ax +yO F

Proposition 2 : Soit E unK-espace vectoriel. L'intersection desbus espaces vectoriels d
est un sous espace vectoriel de E.

Proposition 3 : Soient E urK-ev, mIN * et (X1,Xa,...,%)0E". L’ensemble des combinaisons

\"ZJ

linéaires de ¥X»,...,% €st un sous-espace vectoriel de E noté Vggs(x.,x,)

1.3 Familles génératrices, familles libres, bases

Définition 1 : Soient E urkK-ev , N * et (X1,X2,...,%)0E". On dit que (%X2,...,%,) est une
famille génératricede E si :

OXOE, (A1 Az, oo, An)OK™ /X =AaXg + AoXa +..o A pXn =N, X,
i=1

Remarque (x1,%,...,%) est undamille génératricede E ssVect(x,Xz,...,%) = E.

Proposition 1 : Soient E urk-ev, MIN*, $'= (X1,X2, - XnXn+1) JE™ €18 = (X1, X2, -, Xn).
Si s est génératrice de E et x1Vect(s) alors () est une famille génératrice de E
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Définition 2 : Soient E urK-ev, mIN* et (Xq,Xa,...,%)JE".
- On dit que (XXa,...,%) est undamille libre de E si :
D()\l,)\z,...,}\n)DKn, AX1+HAXo . AXn =0 =>A1=A2=...=A,=0
- On dit que {Xa,...,%,) est une familleliée si elle n’est pas libre.

Proposition 2 :
Soient E urk-ev, MIN*, §'= (X1,X2,- -, Xn,Xn+1) DEM €65 = (X, X2, -+, Xn).
Sis estlibre et x100 Vect(s) alorss’ est libre.

|| Définition 3 : On appellébasede E toute famille libre et génératrice de E.

Théoréme-définition 1 :nON *, dans leK-ev K" la famille (§)1<i<n définie par
0i0{1,2,...n} e=(0,...,0,1,0,...,0) (le 1 estaif@®place)
est une base d€" appelédase canoniqueleK"

Rg: onnote aussilil{1,2,....n} & = @jicj<n OU Q=1 sii=] etd;=0 si i#]
(symbole de Kronecker

Théoréme-définition 2 :
Une famille 2= (e, &, ..., §) d’éléments d'urk-ev E est une base

de E si et seulement sid x0E, O(X1,Xz,... %)0K" / x=) x.e .
i=1

X1,X2,...,% Sont appeléesoordonnéegou composantes) de x dans la base

Théoréme :
Tout espace vectoriel admet au moins une base.

1.4 Somme de sev - sev supplémentaires

Définition 1 : On dit que ket i, sont ensomme directesi F, n F, ={0g}.
|| On note alors;Fl F, au lieude F+ F, .

Proposition :

Soient EurK-ev, R etk 2 sevdeE.
La somme F+ F, estdirecte si et seulement si :
OxOF + R, O(Xg, x)O F x F tel que x = x+ X

Définition 2 : Soient E urK-ev, R et 2 sev de E. On dit qug Et F, sont
H supplémentairesdans Esi: E=H F et R n F, ={0g}.

1.5 Dimension

Définition : On dit qu'unK-ev E est delimension finiesi E admet une famille
|| génératrice finie .
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Rq : par conventiondim({0}) = O.

Théoreme - définition1 :

Soit E unK-ev de dimension finie alors :

a) E admet au moins une base finie.

b) Toutes les bases de E sont finies et ont le noamténal, ce cardinal est appelé la
dimension de E et est noté dim(E).

Rq:
» Un espace vectoriel de dimension 1 est appeléedveittorielle
une droite vectorielle est engendrée panpdrte quel de ses vecteurs (non nul)
* Un espace vectoriel de dimension 2 est appelévaetoriel.

Théoréme?2 : (théoréme de la base incomplgte
Soient E urK-ev non nul de dimension finie n@t (e,---,&,) une base de E.
Soit £=(y1, Y2, ..., ¥) une famille libre de E.

Il existe au moins une fagon de compléter la fantibire £ par f — r) vecteurs de E pour
obtenir une base de E.

Proposition 1 : Soit E unK-ev de dimension finie n, alors :
a) toute famille libre de E a au plus n éléments
b) toute famille génératrice a au moins n éléments

Proposition 2 : Dans un espace vectoriel de dimension [hNrt)
- toute famille libre de n éléments est une base
- toute famille génératrice de n éléments esthase

Proposition 3 : Soit E unK-ev de dimension finie.
Tout sous-espace vectoriel F de E est de dimefisienet dim(F)< dim(E)

Rq : dans un ev de dimension n, on apdefigerplantout sev de dimension n -1

Proposition 4 : Soient E urK-ev de dimension finie n, F et G 2 sous-espace®uels de E|
(FOG)et dm(F) =dim(G))= F=G

Théoreme 3 : Soit E unK-ev de dimension finie, FetG 2 sevdeE.
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) - dim(Rk G)

2. APPLICATIONS LINEAIRES

2.1 généralités

Définition : Soient E et F deux espaces vectoriel&set f une application de E dans F.
On dit que f est unapplication linéaire de E dans F si :
O(x, Y)OE?, f(x +y) =f(x) + f(y) etd(A, X)UK x E  fQAX) = Af(X)
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Rq :
* On note4(E,F) I'ensemble des applications linéaires deaisd-
 Si f est bijective on dit que f est isomorphismeet que E et F somomorphes
* SiE =F ondit que f est tsndomorphismde E, on note/(E) =£(E,E)
» SiE=Fetf bijective on dit que f est antomorphismele E, on not&.4(E) ou
Aut(E) 'ensemble des automorphismes de E
« SiF=R onditque festun®rme linéaire
o [DOfO4E,F), f(Q) =0

Proposition 1 : Soient E et F deux espaces vectorielset f une application de E
dans F.f est une application linéaire si et saald si :
O(x,y)OE2, OAOK,  fA.x +y) =Af(X) + f(y)

Proposition 2 : Soit E unK-ev. L'ensemble Aut(E) des automorphismes de Eiegfroupe
pour la loi o . Il est appelé groupe linéairekde

2.2. Noyau, image

Soient E et F K-espaces vectoriels
Définition : Soit fL14(E, F).
On appellmoyau de f I'ensemble : Ker(f) = {KIE, f(x) = Q.
On appellemage de f I'ensemble : Im(f) = f(E) = {iF; IXUE, y = f(x) }

Proposition 1 : Soit fl14(E,F).
Ker(f) est un sev de E.
Im(f) est un sev de F.

Proposition 2 : soit fL14(E,F).
i) f est injective ssi Ker(f) = {§
i) f est surjective ssi Im(f) = F

2.3 Projecteurs, symétries
Définition 1 : Soient EetE 2 sev supplémentaires ddnevE (E=EOE,).
On appellgrojection sur E; parallelement a B I'application p: E — E définie par.
OxOE, O(X1,x)UE1 X Ex / X =% + X alors p(X) = X3.
De méme, on appelle projection $jrparallelement & H'application p: E - E
telle que p(x) = xo.

| Définition 2 : Soient E urk-ev et il¢(E). On dit que p est uprojecteur si : pop = p.

Proposition: Soit p un projecteur d'uk-ev E. Alors E = Ker ol Im p
et p estla projection sur Im p paralleleméeiter p

Définition 3 : Soient EetE 2 sev supplémentaires dfrevE, (E=EOE).
On appellesymétrie par rapport a E; parallélement a & I'application
s E » E définie par OxUOE, O(X1,x)0E1 X Ex / X =X + %2 , alors gX) = X3-Xo.
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| Définition 4 : on dit que FLZ(E) est unénvolution linéaire lorsque £ = Ide

2.4 Applications linéaires en dimension finie

Soient E et F X-ev de dimensions finies. On pose n = dim(E) etdar(F).

Définition : Soit fO£(E,F). On appelleang de f I'entier naturel notég(f) défini par :
rg(f) = dim(Imf)
Théoréme : théoremedu rang
Soit E de dimension finie BiI{E,F) alors rg(f) = dim(E) - dim(Kerf).

Proposition 1 : Soient E, F X-ev de méme dimension finie n &t4(E,F). Les propriétés
suivantes sont alors équivalentes :
(1) f estinjective (3) f est bijective
(2) fest surjective 4) rg(f)=n

Proposition 2 : Si E et F sont K-ev de dimensions finies alors I'espace vectat{&l,F) est
de dimension finie et dim(E,F) = dim(E)x dim(F)

3. MATRICES

3.1 Matrice d’'une application linéaire

Définition : Soient E et F K-ev, p =dim(E), n = dim(F),
Z=(e, ..., §) base de EZ= (f,...,fn) base de F et I/(E,F) .

Pour1<j<p, soit f(g§) = Zaij f. ((a, ..., &) composantes de flelans®’).
i=1

On appelle matrice de f relativement aux b&e&Sla matrice Mag(f) = (§) 1<i<n, x5 <p

Rqg: SiF =E ef=& on note Mat(f) = Mat .z (f).

Proposition:
- (76,(K), +,.) est urK-espace vectoriel .
- Soient E et F K-ev, de dimensions respectives p et n. Pour td#sss de E et
& de F, l'application4(E,F) - 7#.,,(K) , f > Mat,(f)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
- dim@z,(K)) = np.

3.2 Produit matriciel

Soient E, F, G K-ev de dimensions finies non nulles respectivgs q, et de bases
Zg=(e,....6), 8= (f1, ....fp), & = (91, ....0n), fLL(E, F), gl4(F, G)

avec Matz(f) = B = (bg)iskepii<j<q €1 Maty 1 (9) = A= (@8)1<i<n, 1<k<p-

Avec ces notations on obtient :
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P
Proposition 1 :Mat, (9of) = (G)1<i<n,1cj<qOU G = Y ah;
k=1

Définition : Soient A = (&) 070(K) et B = () 177,¢(K). On appellgroduit de A par B
et on note A B la matrice C = (Q[7#n(K) définie par :

Cij:iaikh(j l<isn,l<j<q
k=1
Proposition 2 : Mat . .. (gof) = Mat,. ;. (9) x Mat . .(f)

3.3 Matrices inversibles, transposition, trace

Proposition 1 :
L’ensemble des éléments inversibles#g(K) , X) est un groupe appelé groupe

linéaire et noté GI(K).

Proposition 2 : Soit AL7,(K) .
Une CNS pour que A soit inversible est I'existededB 17#,(K)
telle que AB =,|. On a alors A = B.

Définition 1 : On appelldransposéede la matrice A = (@7n,(K) la matrice
|| ‘A = (@) I7n(K) telle que &' =g pour I<i<p,1<j<n

Rq: - lapplication A— ‘A est un isomorphisme ae,,(K) surzzyn(K)
-(AB) = 'B'A
- Si Al,(K) est inversible alor#\ est inversible etA) =A™

Définition 2 : Soit A = (g)U7,(K). On appellérace de Ale nombre :
tr(A) = 23
i=1

Proposition 3 :
- L’application tr :7,(K) - K , A tr(A) est une forme linéaire.

-OABO#,(K)  tr(AB) = tr(BA).

3.4 Matrices remarguables

Définitions : Soit A = () une matrice d&z,(K) , on dit que :
* A est une matricscalaired’ordre n si A =al, alK
» A est une matricdiagonalesi Ui,jl{1,...,n} i #j= a; = 0.
On note parfois D = diag(,...,An) une telle matrice .
« A est une matriceymétriquesi ‘A = A.
On notesy(K) I'ensemble des matrices symétriques d’ordre n.
« A est une matricantisymétrique si '‘A=-A
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On note4#,(K) ) 'ensemble des matrices antisymétriques d’ordre
» A est une matric&iangulaire supérieure ssilJi,jl{1,...,n} i<j=a; =0
» A est une matrictriangulaire inférieure ssilli,jl}{1,....n} i>j =g =0

Proposition :

i) D =diagdu,...,\n) est inversible ssllil{1,...,n} A; # 0 et alors O = diagp12,... AnY).
i) sn(K) et4(K) sont 2 sev supplémentaires dangK).

iii) Une matrice triangulaire est inversible sgiscses éléments diagonaux sont différents de O.

3.5. Matrice de passage , changement de bases

Définition 1 : Soient E urK-ev de dimension n (hN *) et#&, & 2 bases de E.
On appellamatrice de passag®,, de la bas& a la bas& la matrice dont les
colonnes sont formées par les composantes desivediEs” exprimées dans la bage

Proposition 1 :
Pour toutes base&et# de E, B, = Mat, . (Idg)

Proposition 2 :
- P, estinversible etP,, =P, ,
-Si#g, &,%& 3 basesde E, alors B =P,z xP »

Proposition 3 : changement de base pour un vecteur
Soient E urK-ev,Z& 2 bases de E ,E et X = Mat(x), X' = Mat »(x)
alors X=PX (avec P =_.P)

Proposition 4 :changement de base pour un endomorphisme
Soient E urK-ev, &% 2 bases de E, P =R, flI4(E)
A=Mat () A =Mat () alors A = PAP

Définition 2 :
A, BO7,(K), on dit que A et B sorgemblabless’il existe PIGL,(K) tel que :
B = P'AP (on note alors AlB)

3.6. Opérations élémentaires, rang d’'une matrice

Définition 1 : Soient AD %K) et (n, p)d (N *)?.

On appelleopérations élémentairesur les lignes de A :

 la permutation (ou I'’échange) de 2 lignes notée LL;

* le produit d'une ligne pax (ALIK*) notée L AL;

 ['addition a une ligne d’'une autre ligne multipliparA (A\C’K) notée | — L; + AL;

Proposition 1 :
Chaque opération élémentaire sur une matrice Aespand au produit de A par une matrige
carrée inversible.
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Définition 2 : Soit Al7.p(K). On appellerang de A le rang de ses vecteurs colonnes,
on le note rg(A).

Proposition 2 :
Soient E et F K-ev de bases respectives® et fL14(E,F).
Si A =Mat,.(f), alors : rg(f) = rg(A).

Proposition 3 :
OAD,(K),
- si BIGL,(K) alors rg(BA) =rg(A)
- si AIGLy(K) alors rg(AC) = rg(A)

Proposition 4 :
OA7,(K) rg(A) = ne AOGLK(K)

Proposition 5 :
OADZ,(K), rg(A) = rg(A)

4. SYSTEMES LINEAIRES, DETERMINANT

4.1. Généralités sur les systémes linéaires

- On appellesysteme linéairede n équations linéaires a p inconnuesx ---,X, J K
[a11X1+ Ay, X+t ab )$ = b1
A, Xp + Ay X+ oot = b
le systéme (S) : cATL e %= "
{anlxl tap Xttt g, %= bp
ou les coefficientsjg, h (1<i<n, 1<j<p) sontéléments de

b)  (x)
-EnnotantA=(g, B :| : | , X=| i | onobtient : X est solution de (S) datfssi et
o) )
seulementsi AX=B (interprétation maeile de (S) )

- Soit Ll4(E,F) telle que Mat(f) = A et XJE, JF tels que X (resp. B) est la matrice
colonne des coordonnées de x daiiesp. b dang’) :
AX=B <« f(x)=b (interprétation vectorielle de (S)

-Si B =0, on dit que Isysteme est homogéengenoté (%) )
- le rang r de A est appealéng du systemg(S)

- Résoudre le systéme (S), c’est chercher I'ensegdes p-uplets solutions de (S).
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4.2 Systemes de Cramer
Définition :
Le systeme (S) est dit de Cramer si A est carréevetsible (ou f isomorphisme).

Proposition 1 :
Un systeme de Cramer admet une solution unique :
x =f'(b) ouencore X=AB

Proposition 2 :
Soit(Sy) un systeme homogene de n équations linéairea@pnues d’'écriture matricielle
AX = 0 avec rg(A)=r. L'ensemblg des solutions de {(Best un sev.dK” de dimensiom - r.

4. 3Déterminant d’ordre 2 et 3

Définition 1 :
On appellaéterminant de 2 vecteurs ufxx,) et v(yi, y») de K, le scalaire
X1 Y
det(u,v) = xy2 - X2y1 on note det (u,v) Xl !
2 2

Proposition 1 :

O(u,v,W)OE®, O\, p)0OK?
det, (v,u) = - det, (u,v) et def(u,Au)=0
det, (Au +pv, w) =A det, (u,w) +u det; (v,w)
det, (UAV + pw) = A det, (u,v) +u det, (u,w)

Définition 2 :
On appellaéterminant de 3 vecteurs u{xx,, Xs) , V(y1, Y2, ¥a) et W(z, 2, zz)de K, le
scalaire

det(u,v,w) = x (Y223 - Y3Z2) + X2 (Y3Z1 - Y1Z3) + X3(Y122 - ¥22Z1)

X, Y. 74 y 2 y . y .
Rq : det(u,v,w) X, Y, Z=X 2 2| _ X2 1 U4 X3 1 1
X3 Y3 Z3 Yo 23 Ya 23 Y. 72,

Proposition 2 :
O(u,v,W)OE®, O\, ) 0OK?
det, (u,w,v) = det (v,u,w) = det (w,v,u) = - det (u,v,w)
det, (v,w,u) = det, (w,u,v) = det, (u,v,w)
det, (u,u,w) = det (u,v,v) = det (u,v,u) =0

det, (UAV + pv',w) = A det, (u,v,w) +u det, (u,v’,w) VOE etc -

4.4. Déterminant d’'un endomorphisme, d’'une matricecarrée
Soient E urK-ev de dimension n = 2 ou n = 32t (e,&) 0UZ = (&,&,63) une base de E.
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Théoreme-définition : Soit fll4(E). Le scalaire det(f(8)) est indépendant de la ba&de E.
Ce nombre est appelé déterminant de f et na(® de

Proposition 1 : f[14(E) est bijectif ssi det(f O

Proposition 2 : composée d’endomorphismes
f, gU4(E), det(gof) = det(g)det(f)

Proposition 3 : Soit fllZ(E). Si f est bijective alors det{j =

1
det(f)

Définition : Soient A17,(K) (n = 2 ou 3) et f1/(K") associé canoniquement a A.
| On appelle déterminant de A et on ndét A le réel : det(A) = det(f)

Rq : on a aussi det(A) =det¢) ou ¢ estla famille de ses vecteurs colonnes.

Proposition 4 :
) OAD7,(K), det(A) = det@)
i) OA,BO7,(K), det(AB) = det(A)det(B), KN, det(A) = (det(A)f

1
iii) OACZ,(K), A est inversible ssi det(4) 0 et dans ce cas det(}=

det@)

iv) OAD7,(K),Da 0K, det@A) = adet(A)

Remarques :
- Si A, BO7,(K) sont 2 matrices semblables alors det(A) = det(B)

- Un déterminant est inchangé en ajoutant a ulmgoe une combinaison
linéaire des autres.

- Un déterminant est inchangé en ajoutant & gme lune combinaison
linéaire des autres.

Formules de Cramer Soit un systeme de Cramer,
(311X1+ A, X+t ay X = b1

a, X, +a,, X, +--+ =b L. "
JaTL s e & 6= b d’écriture matricielle AX = B .

{an1X1 ta, Xt +ta, X = bn

L'unique solution X = (X, Xo,:-+, X») €st déterminée par :

_ det(Aj)
3= detd)

1<j<n,

( alj\| b,

(b, )
ou A estla matrice obtenue en remplacant dans A tmuel't : J par |L : |.
a,; an

ni
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