Correction DM 8

Partie 1

1. On suppose I non réduit a un singleton. L'équation différentielle (&5) est une équation différentielle linéaire
d’ordre 2, résolue en y”, homogene, a coefficients continus sur Uintervalle T. L'ensemble des solutions sur [ est
un espace vectoriel de dimension deux. Les fonctions sin et cos sont deux solutions de (£y), indépendantes (de
wronskien constant non nul). Elles forment donc une base de 'espace vectoriel des solutions sur I.

(]

. On suppose que I est un voisinage de 400, On écrit g comme combinaison linéaire de sin et cos : g =
2n+1
™
2

) sont respectivement ((—1)".4), _yet (=1)".B), o

A. cos+B.sin. Alors les suites (g(n7)),, o et (g(
nel

Elles ne peuvent converger que si A = B = 0.

3. On suppose encore que I est un voisinage de 400 et on reprend les notations de la question précédente. On note
2n+1

! la limite de g en +oc. Comme les suites (nm), gy et ( TF) tendent vers 4o, les suites (g(nm)), -y et
nel

2

2n+1 . . .
(g( w)) tendent vers . D’aprés la question précédente, A = B = 0. Donc g est la fonction nulle.
neM

Partie I1

11 faut préciser que C™(R) est le R-espace vectoriel des fonctions réelles de classe C™sur R.

1. L'application H qui envoie v sur b, est linéaire de R* dans C**(R) et V' en est l'image. Done V' est un sous-espace
vectoriel de C™(IR).

2. 1l reste a justifier que H est injective. Soit v = (a, b, ¢,d) dans B? tel que h, = 0.
Alors hy(z) =0et bl (r) = (e +d+ex)cosz+ (¢ — b — ax)sinz = 0 pour tout = € R.

hyl(0) = b = 0
- ho(m/2) = d4ecn/2 = 0
On a done le systéeme B(0) — atd — 0
hy(m/2) = c—aw/2 = 0
On calcule a et ¢ en fonction de d dans les équations 2 et 3 : @ = —d; ¢ = —2d/7; et en reportant dans la

derniére équation : d(—2/7 —7/2) =0. Dot d = 0, puis a = ¢ = 0. Donc v = 0.

Done H est injective : ¢’est un isomorphisme de B* sur V. Comme C est une hase de B*, son image B est une
base de V.

3. Avec les notations précédentes, hy, = a.he, + b.heoy +che, + d g et, aprés deux lignes de calcul,
(hy) = ccos —asin = c.he, — ake,

(i) % est linéaire par linéarité de la dérivation, et a valeurs dans V.

(ii) Y(hy) =0= c=a= 0<% h, € Vect(he,, ke, ). Donc ker(i) = Vect(hy,. e, ). On en déduit que (he,, he, ) est
une base de ker(¢), done dim(ker(+)) = 2. Le théoréme du rang donne alors rg(vr) = dim V —dim ker{«) = 2.
Le calcul de ¢(h,) donne aussi Im(v') = Vect (ho,, ey ) et (foy, o, ) est une base de Im(z)).

(ili) Comme t(he,) = t(he,) =0, que ¥r(he, ) = —he, et ¥(he,) = he,, la matrice de ¢ dans V' vaut
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
-1 0 0 0

Cette matrice est de rang 2, done dim{Im(w)) = rg(v') = 2. L'image de 1 contient les éléments indépendants
hey et he, @ done (he,, ke, ) est une base .



4. cos = h., = —(he, ). Done —h,, : # — —xcosz est une solution particuliere de (£;). On en déduit la solution
générale de [£)) : somme d'une solution particuliere et de la solution générale de 'équation homogene associée
(£q), soit 2 +— —zcosx+ Acosz + Bsinx avee A et B constantes réelles.

Partie 111

1. Soit x un réel positif.
—xt 1

<]
la. Vi€ Ry, em™ <let0< 7 = 3
a e = SEReEE 1+22 = 1+2

1
, done
1+ 12
e—z‘t
1b. La fonction f +— ) est continue sur Ry . D'autre part, elle est positive. D’aprés 1b, elle est dominée au

—xt

.. 1 . s
voisinage de +oc par t — 7 qui est intégrable sur [1,+oc[. Done t — le

s est intégrable sur [1, 4o

+oco
done sur R . Donc l'intégrale j F'(z,t) dt est convergente.
0

(S

. On vérifie les hypothéses du théoréme de continuité des intégraleg a paramétres.
—t

* Pour tout r € Ry, la fonction t — est continue (par morceaux) (et intégrable) sur B,.

142

—at

* Pour tout t € B4, la fonction z — it est continue sur Ry .

i b B et 1 L 1 i ;

* Domination : Vz,t € Ry, |——| < ———5 et la fonction £ — ——— est indépendante de x, continue sur By,
1+t 144 14

intégrable sur Ry (id 1b).

Le théoreme affirme alors la continuité de G sur R .

3a. Les fonctions polynémes (x,t) — —at et (z,t) — 14+ t? sont de classe €™ sur B2 et la seconde ne s'annule pas.
Par composition avec la fonetion exponentielle, de classe C> sur I, puis quotient, F' est de classe C> sur R2.

F ]L —zt
Ona ——(z.f)= —tF(x,t) = 7ﬁ.
: : ; 2 : T R t te " g s
3b. Pourt > 0,oubient <1< 1+4+¢=, oubient < t* <1+1¢*; donc 11 < 1. Donc e < e T Sl > e alors
te %t e
1482~

€]

(i) Méme raisonnement qu’au 1b en remarquant que e~ est dominée au voisinage de +2c par 7

(11) On vérifie les hypothéses du théoreme de dérivation sous une intégrale.
—at
Y

Pour tout z € Ry, la fonction F(x,.): { — ire est continue (par morceaux) et intégrable sur R
ar aF te—=t

* — existe sur Je, +oo[x et pour tout r > €, la fonction —(x..) : £ — — = est continue (par
= Je, +oc[xRy et p _ () C e (

m.orceau:c) (et intégrable) sur R,.

. ) . OF, te— .

* Pour tout t € IR, la fonction 3—(.,1) T — T est continue sur Je, +oc.
i 2

. L . JOF te— ! i . i L

* Domination : vz > e, t € By, a—(r,t) i < e " et la fonction t — e~ "' est indépendante de
i

z, continue sur R, intégrable sur R, .

D’apres le théoréme de dérivation sous une intégrale, la fonction ! est dérivable (et méme de classe C') sur
I'intervalle e, +oc et on a

, o0 te—.rf
Y €le, +ocl,G'(z) = _fu 14 ¢2 ts

3c. Comme tout = > 0} admet un voisinage du type Je, +oc[ avec € > 0 et que la dérivabilité est une notion locale, la
fonction G est dérivable sur R} et la formule précédente est valable sur tout cet ensemble.



4.

o

6b.

3a.

3b.

aF te~ Tt ) 4 Feo
On note &(x,t) = (z,t) = —tF(z,t) = de sorte que Yz £]0, 4+, &' (z) = d(x,t) dt.
0

oz N
Soit € > 0.
* Pour tout = > €, la fonetion ¢ — ¢(x,t) est continue (par morceaux) et intégrable sur T, .
* d—u existe sur Je, +oc[xRy et pour tout » > ¢, la fonction _—é(;r. Jite 2'7# est continue (par morceaux)
A ' dr 1412

(et intégrable) sur Ry .

. Oeh 'Z'e—.rt
Pour tout t = R, la fonction —(.,1) : v — _ est continue sur e, +ocf.
= a.r( ) L¢3 Jeirted]
o D o o L
* Domination : Vo > e,t € Ry, a—(’rt) = lire < e~ et la fonction t +— ™" est indépendante de =z,
L 3

contime (par morceaux) sur Ry, intégrable sur .

D’aprés le théoreme de dérivation sous une intégrale, la fonction G' est dérivable (et méme de classe C1) sur
Iintervalle Je, +oc| et on a
+oo t'}!e—.tf
Yz €le, +oa[, G (z :/ Lo EE
k@@= [ g
On termine comme an 3¢ : la fonction G est deux fois dérivable sur R% (et méme de classe C?) et la formule
précédente est valable sur tout cet ensemble.

- Glz) + G ()

+oo ot +oo 42—t +oo L —at 2, —at +oe +oo

e te e t<e ; i 1
= — dt ——dli= ——+——=dt = T Q= | —e™ =—
]O Tepa +f0 142 fo ire2 Ty f[, © [—.re o z

Done G est une solution de 'équation différentielle £.

. Pour tout = > 0, G’(z) < 0 et G est continue sur Ry. Done & est une application décroissante sur 'intervalle

R..
Comme G est décroissante et minorée par 0 sur U'intervalle Ry, G(z) admet une limite finie positive lorsque z
tend vers +oc.

1 too 1
Pour = > 0 : comme e <1, ommal<G(z)< / e~ dt = —. Done G(z) tend vers ) quand » tend vers
o T
“+00.
Partie IV

. La suite (u,) est croissante et f décroissante. La suite [ f{uy))nem est done décroissante. Comme elle est de

limite nulle, la série de terme général (—1)" f(u,) est convergente (critére des séries alternées).

. Au voisinage de 0, sin(¢)f(¢) ~ ¢f(¢), donc sin(t) f(¢) admet une limite finie lorsque t tend vers 0 par valeurs

supérieures. On en déduit que la fonction |sin(t)| f(t). continue sur R}, est prolongeable par continuité en 0,
done intégrable sur Uintervalle [0, z] pour tout > 0 et, plus généralement, sur tout segment de B .

Sur le segment [nr, (1 + 1)7], par décroissance de f et positivité de |sin(¢)|, on a 'encadrement
sin(®)| £((n +1)7) < [sin(®)| £(¢) < [sin(8)] F(nr).
En intégrant, on obtient
(r+1)m {n+1)m
flln+ 1)77)/ [sin(t)| dt < wy < f('n.'.rr)/ |sin(t)| dt.
nmw nm
Comme sin est de signe constant sur [nw. (n+ 1)7] (celui de (—1)"),

(n41)m (n41)m
f |sin(t)| dt = f sin(t) dt
" "

T T

=

D’ou 'encadrement demandé.

Comme 2f est une fonction continue sur [nm, (n+ 1)7], il existe w,, = [nm, (n + 1)7] tel que wy, = 2f(u,).









