Correction DM 7

PARTIE 1

la) Si X = (&) et} (yi)i, sont des éléments de M,

o1 a

[ X1y X =Ny

1b) Développement sans probleme :
("XY )2 FXYHWXY) = ("XY)("V X)) caleul précédent
(*X) (YY) (X) par associtivité
Y XHPXY) YWIX'X)Y symétriguement

lc) On sait que dans une base orthonormale : (X, S (
puis comme § est symétrique *X (SY) =f X!SY —f (SX)Y — (SX,Y)

[ sy = (ov vy = Tx o]

2a) Ona: VX € M, (B),) XS X > 0et "XSX >0 et done en ajoutant "X (S + S2) X >0

[5.8:) c(sHiR) = 8, 48 st (R]

2b) idem car la somme d’un réel positif et d’un réel strictement positif est un réel strictement positif.

2¢) Ona: VX € M, (B) PN (FAA) X =F (AX)(AX) = (AN, AX) = ||AX |\2 = 0. Et done

[y A c M BV P AA e STR]

3a) Si SX — AN onafXSX — MXX — AN |X|*. Donesi tXSX —0onal—0(car X est non nul done || X

A0

S est done une matrice diagonalisable (car symétrique réelle) ayant une unique valeur propre 0 . S est donc la matrice nulle:

S=r(0.rt=1(0)
3b) On veut que MX soit orthogonal & X pour tout X . c’est une propriété classique du produit vectoriel .

prendre pour M la matrice de x— =i Ax

00 0
M 0o 1
o1 0

On vérifie alors bien *XMX =0

4a) § étant symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormée {
SV AV

Si toutes les valeurs propres sont positives on a alors pour toute matrice eolonne X z: LUk Vi

i n

n
FXSX = (X,5X) Z YiVies Z Ay Vi Z Apyi =0
k=1 1 1

k i

Réciproquement si A est valeur propre de S et X un vecteur propre asocié.le caleul du 3a donne *XSX = M ||.X

on suppose ‘X SX > 0 et que X # 0 on a bien A =0

Il suffit de

il existe D = diag(A.) telle que ¥k,

2
. comimne

4b) deux matrices semblables ont meme spectre . Done st §7 est symétrique réelle semblable & S symétrique positive les

valeurs propres de S (done de §' ) sont toutes positives done §" est positive.
5a) Sur S, () la relation = est bien :

e binaire

e réflexive o (0 est bien positive done S = 5,

o antisymétrique : si.5; > 8o et 518 > 5 les valeurs propres de S, — 8] sont toutes a la fois positives et négatives. Sy — S,

est done diagonalisable { car symétrique réel) ayant une seule valeur propre 0 done c’est la matrice nulle, .

e transitive : Si.5) = Spet So = Szona S-S € §F (R) et So—S3 € §F
et done 5; > S5 .

done d’apres 2a la somme S

52 S]
Sy € 8 (R)



5h) il suflit de prendre Sy = 0 el pour §; une matrice symétrique ayant une valeur propre positive et une négative . Exemple

51— So n'est ni positive ni positive d'apres 14a)

5c) la relation > n'est pas réflexive car (0}, ¢ ST+ (R)
5d) On peut se douter (ou montrer) qu'une matrice de S+ (R) a des valeurs propres strictement positives.
On prend done S; — 0 et S; symétrique ayant des valenrs propr

s positives et ayant la valeur propre (0 . Par exemple
000 \ v 40 \

Sy \ 0 0 0 jOnasS #(0)fXSX=2:2>0ctsiX 0 EXSIX =0
001 ) \ )

6a) question de cours .On doit montrer @ € Fy (u) =+ v(w) € Ex(u) . Done u(e) = Az =

Av(a). Or

u(v(x)) (uov)x)

(vou)(x) par hypothése sur u et v

V) = v(A(z))

Av(a) par lindarite de »

vlulz

6b) L'endomorphisme induit par v diagonalisable sur un sous espace stable est lui meme diagonalisable, Done Pendomor phisme
v; est diagonalisable et il existe une base de Ey, (1) qui est une base de vecteurs propres de v;. w étant diagonalisable E
est somme directe des sous espaces propres .L'union des bases précédente est done une base de E . Par construction ces

vecteurs sont des vecteurs propres de v et de u {car éléments des sous espaces propres) . Dans cette hase w et v sont done

simultanément diagonalisables.

Ta) Si A et B commutent A et B sont diagonalisables au moyen d’une meme matrice de passage . On prend la question

précedente avee A = Mate (u) et B = Mate (v) . P est alors la matrice de passage de C a B .

Réciproquement si A et B son diagonalisables au moyen d'une méme matrice de passage . Ona A= PDP~! . B = PAP~!

(D et A diagonales | et comme deux matrices diagonales commutent AB — BA — P (DA) P~}

7b)

Aest derang 1 et Ey(A) est le plan (@ +y — 2z = 0) . Par la trace on en déduit que la troisibme valeur propre est 3 puis on

D)
trouve g (A) = Veet 1
1)
nome caractéristiqgue en commencant par exemple par faire Co + C3— > O3 donne deux valeurs
nple) . Puis le caleul des sous espaces propres donne : £y (B) est le plan ~2r 4y~ 2 — 0 et

Pour B le calcul du pe
propres 4(double) et 1

)
Ly (B Vect ( 1 . On vérifie alors que E(B) © Eo(A) . Ez(A) C Ey(B) . Les trois droites Ey(B), E3(A), Eo(A)

MEy (8] sont trois droites de vecteurs propres communs qui engendrent espace . Une matrice de passage est

( 1 1 0
P 1 1 1
\ 1 2 1

remarque : je ne pense pas que le passage par Uendomorphisme induit par v sur Ey (A) soit plus simple

8) 51 et Sy sont diagonalisables métriques réels) |, et commutent . Sy et Sy sont done diagonalisables avec une méme
matrice de passage (S) = PDP=', Sy — PAP~!). Cette matrice de passage diagonalise aussi Sy 52 — S25; = PDAP=! [ la
matrice diagonale semblable & 5155 étant DAL 5 et Sy étant positives ont toutes leurs valeurs propres positives, Les valeurs
propres de S5 (produit des termes diagonaux) sont donc aussi toutes positives et Sy S2 est symétrique positive. toujours
4da)

9a) Avec les notations précédentes (S) PDP™ S, PAPTY. On done A — D positives . Done pour les termes
diagonaux & — d; = 0 et d; > 0. La fonction carrée est croissante sur B7 done i , (‘f = d? . A% D2 est done positive et

- g?

S3 — 5% est une matrice symétrique semblable & une matrice symétrique positive donc est aussi positive. 53 > S7 { of 4b)

1/2 1
9b) Ona S, — S ( ’1 9
S de valeurs propres 0 et 1 done S) = 0

o s
ot §2 . g2 /4 -2

de valeurs propres 0 et 5/2 réels positifs. La matrice est positive est Sy > S

” - de déterminant —9/4 . Le produit des valeurs est négatif. L'une des valeurs propres est
& i

négatives. 55 — S n'est pas positive.
Partie TI

1)

a<r b idem I4a



s . . - - . - n .

5 étant symétrique réelle est diagonalisable dans une hase orthonormée (Vi),_ il ex
SV A Vi
Si toutes les valeurs propres sont strictement positives on a alors pour toute matrice colonne non nulle X Z;Zl e Vie

e D diag(Ag) telle que vk

n n mn

EXSX — (X, 8X) S Vi > MV > Ay =0

k=1 k=1 k=1

tif.

Réciprogquement si A est valeur propre de S et X vecteur propre asocié ona !X SX — A ||X * . comme on suppose L XSX =0

et que X # T on a bien A >0

b = e. 5 étant diagonalisable dans une base orthonormée (symétrique réelle) on peut éerire § = PDYP - avee D = diag(d;)
Par hypothéses les d; sont strictement positifs . On peut done définir A = diag(y/d;) qui est inversible car les termes

dingonanx sont non nuls. M = A'P est alors gne solution du probleme,

En effet on a une somme de termes l)()Sillfﬁ . un au moins étant strictement por

EMM — PAA'P — PD'P — §
c=dsi §= "MM avec M inversible , § est inversible (comme produit de matrices inversibles) et S est positive d'aprés
I2¢

d -~ b S est positive done toutes les valeurs propres de S sont positives et S est inversible done 0 n'est pas valeur propre
de S . Les valeurs propres de S sont done strictement positives,

On ala chaines b = ¢ =+ d = b et a <+ b done U'équivalence des 4 propositions.
2a) A est bien une matrice symétrique,
Loy { .7 . 7 y an -
ST X = () et Y = AX [yj'.j:l on oA
( yo= 2y —a
4 Vic (2.0 1]y Tioq +2x; — i

Yn Tp_1 + 2x,

On a done

k] n n n—1
X AX E Ty 22 x} E Ti1T; E T
i=1 i=1 i=2 1
n n—1 n—1 n—1
2 2 2 2
E x; fay |4 E i +ay, E T4 E T
i=2 i=1 i=1 i
(R—l \ n—1 n—1
.2 2 .2 2 ¢ ..
E ri by E xy by 2 E Tiligl
i=1 i=1 i=1
n—1
2 ] (2 Ve 2
xy + xn 4 E (@2 — 20,00 +27)
i=1
n—1
2 .2 . . 2
oy o E (s —xig1)
=1

2b pour toute colonne X on constate que *X AX est une somme de carré done est un réel positif. De plus la somme est nulle

ap =0
si et seulement si chaque terme est nul done si el seulement si { Vie [[ln— 1], 241 —x; =0
[ T 0

Tous les x; sont done nuls . Done si X # (0) "X AX est strictement positif.
2¢) Avec la matrice M du sujet notons § =" MM — (s; ;) on a en faisant le produit :

51 =ul
5

{[ i>1 = s =uf
(

T<i<mn—1=s00 = Sip1= Wy
Joil=1=5;=0

On doit done résoudre le systéme non lindaire




3 . . 2 . .
On a done w; == et en reportant u? — 2 — == . Soit en posant a; — u? la suite hamographique:

u; iy
a] 2
a; =2 - —1—

- i1

I"équation [ = 2 — 1/1 donne un point fixe double [ = 1 . La suite G—'_—L est done arithmétique . Or
i

1 1 a; 1 1
a; — 1 1 a_“J_—. a;_y — 1 a; 1 —1

Ui =\,
3a) U est une base car § est une matrice inversible d’apres Ile
3b) Clest la méthode d’orthogonalisation de Schimidt .Démonstration par récurrence

—_—

i

o (1)) est réduit & un seul vecteur non nul done est une famille orthogonale de vecteurs non nuls

e (17, est une famille orthogonale de vecteurs non nuls et Vect{(Vi, Vo) = Vet (U, Us). En effet

— p est la projection orthogonale sur Vect( Veet(Vy) done Vo — Uy — p(Us) est orthogonal & V)

si Vo était nul | on aurait Uy = py ). Absurde car (U, Us) est libre

— Enfin Vect(Vy, V: ont libres il v a

égalité,

— par hypothese de réeurrence on doit seulement montrer que Vi, est un vecteur non nul orthogonal & Veet(
puis Vect(Vi)E | = Vect(U;)k, .

— Par construction p,_, est la projection orthogonale sur Vect( t'z]f;f Ved (U

Zldone Vi, = Uy p_y (U) est
orthogonal & Vee

— Si Vy oest nul alors Uy = ppy (Uy) € Veet(U;) 2 ll et la famille ({7;) L est lid - Absurde

Enfin par construction Vi, € Vee(UUy) @ Veet (U5 = Vect [{.-‘,-]?=l et Vect(Vi)io] = Veat (U )i2! © Veet(U;)E
Done Veet(Vi)5 | © Veet(U;)E | . Les deux familles étant libres de méme cardinal | les deux sous espaces sont
fganx.

pour k& — n on obtient que V est une base orthogonale de ™ .

3¢) La base est orthonormale car on norme une base orthonormée (et les dénominateurs sont non nuls car les V; sont des
vecteurs non nuls)

Par construction de V on a vu que Vi, € Veet(U;}i
Maty (V) est triangulaire supérienre. Diviser chaque colonne par sa norme ne change pas les coefficients nnls . Maty,
est triangulaire supérieure.

3d) notons B la base canonique . On a

. es coordonnees de Vi sur U, LU sont done nuls .
1 L 1 1 Vie fk+l_ U, tod 1

V)

M = Matg (U) — Matg (W) Maty () = PT

ol 1" est I'inverse de la matrice triangulaire supérieure construite a la question précédente.
On aalors § =" MM ="T'PPT . Mais P est la matrice de passage de B & W toutes deux bases orthonormées . Done P
est orthogonale et “P P — [, . 1l reste done § = 77T
@ b ¢
3e) Sion pose & priori T’ 0 d e le calcul donne :
\ 00 f )

((12 ab ac \ ( 4 2 2 \
‘T ab b2 d? bed de 0 2 0
Km’ be +de 42 4 f2 ) \ 2 0 3 }
en résolvant le systeme ligne par ligne et en choisissant pour a,d, f les racines carrdes positives on obtient
( 2 -1 -1 \
T 01 1
\u 01 )



On constate que 1" est inversible et done d’apres IT 1 S est définie positive .

4a) Si X ( : ) on a'XAgX — by? + 2eay done y — 0 ou by + 2ex — 0
u

4b)

o 51 A est définie positive les valeurs propres de A sont strictement positives (¢f I 1). Leur somme (la trace) et leur

. ‘ 2 ' 3 -
e Sia>0etab c?>0onab> “ > 0done I'r(A)
strictement positifs donc les valeurs propres sont strictement positives . D'apres II 1 A est délinie positive,

produit (le déterminant) le sont aussi. Ona done a + b > 0 et ab— ¢® > 0. On en déduit que a -+ b et ab sont strictement
positifs done a et b le sont.

= () et det{A) > 0. La somme et le produit des valeurs propres sont

4c) caleul par bloc :

( e X7 ) a tV T [ va 1t XV 2Vt XS ) ks
. Vvoog X' \ ) ’ - X!

var + 2 XV 42 VX XSS
ar? 4 (VX 4 XV XIS
ar? + 20 VXD P XTSX car TV X =P X'V dapris 1 1a

AP A .
P ) = (VX) XSX

il

tyx\? 1
a (‘z‘ f — = ('X'VVX) 4 XX dapresI 1 b
{ FaS) X'

On vérifie que tous les produits matriciels ont un sens les matrices étant de tailles compatibles,
On en déduit done :

4d)

L-Jz
_\_.x_) > 0 et

sta = 0 et a8 VIV définie positive , pour toute matrice colonne X M, (B)] on a (x
1 I n,l J @

X (a8 - VIVIX = 0 done TXSX = 0. De plus si PXSX 0 on a une somme nulle de réelles positives done
chaque terme est nulle . En particulier * X7 (a8 — VV) X' = 0 et done X' = 0 car aS¢ — VIV est définie positive on
2
Eyryd - e . o
trouve alors » = 0 en reportant dans (.z' | %) 0. Done X #0 =" X5X >0 et S est définie positive,
1
(0
a) et aS" — V'V est définie positive car pour toute matrice non nul X' € M, _;

Si S est définie positive alors e = 0 car pour X ( ) L PXSX = a d’apris le caleul précédent (avant la division par

EX (a8 — VIV X" = @' XSX = 0 en prenant X ( X' )

518 est définie positive la question précédente donne par une récurrence évidente que toutes les S; sont définies positives
et tous les a; positifs pour i < n . Enfin ¢, > 0 comme valeur propre de la matrice S, définie positive.

Réciproguement i les (a;) sont tous strictement positifs S, () est définie positive . S, est définie positives et
ty 1 = 0 done S, 1 est définie positive et par récurrence si 5; 1 est définie positive S; est définie positive car a; = 0.

i

=

a d e )
de) Si S ( d b f \ onaa; —a,Vy ( d )_.Si ( f J: ) d'oll

e

g ab — d? af — de
o af —de ac— ¢

\er o)

S est done définie positive si et seulement si a > 0 et Ss définie positive . Done en utilisant I1 4b si et seulement si

a = 0,ab —d? = 0 et det (S,

S est définie positive si seulement sia > 0, |

= 0or det (82) = (ab— d®){ac — 2) — (af — de)? = adet(S)
a d ¢

=0, d b fl|l=0
e f ¢

a d
d b




