Correction DM 5

1. Partie

Question 11

Ila)Sur Uintervalle | — R, R|, on écrit:
+oc

falr) = 14> aya”

n—=1
La somme d'une série entiere est C'™ sur le disque ouvert de convergence et, sur ce domaine, on peut dériver
termes A termes.On a done a Uintérieur du disque ouvert de convergence : :

S0 +o0 +o0
) g (n+ Vayx", afy(a) E nagr’,  afi(r) E r(n 4 Dy g™,
n=0 =1 n=1
On a done en ajoutant les termes et en isolant » = 0 :
o)
(ag — A) E (n(n+ Daper + (n+ Dagey — nay, — Aag)a™ =0
n=1

La somme d'une série entiére est nulle si et seulement si les coefficients sont nuls ce qui fournit les relations :
ap = AetWn = 1Lnln+ Dag + (n+ Dayy — na, = Aay,

et finalement la récurrence espérée :

. On résout facilement :

I’n’r_) 1.V

En particulier, si A = 1, a,, = 1/n! et L[ ox
siA=0.a, =0sin=0 (‘t
sid=-1la,-0sinz2etllroT 7]
A= 2 a,=0sinz3et for 21 ° ‘
il est interdit dans un probléme de ce type de passer aux questions suivantes sans avoir trouver
des résultats justes (la vérification est A chaque fois facile)

I1b) fy est un polynéme si et seulement si a,, est nul & partir d'un certain rang . D’aprés la récwrrence il est
évident que si ay — 0 alors pour n > N a,, — 0.

[ oest done un polyndme si et seulement si A+ n — 1 est nul pour un entier 7 .Done si et seulement si EFe—H
SiA pc N, f, est de degré p et de coefficient dominant égal a % T p 14 ky=(-1)#/ph.

Ile)Si A ¢ N, les coefficients a,, sont tous non nuls et on peut appliquer la régle de D’Alembert :

T
0 @k

foplr) = (—1)P5 + 3

””+]_E.J.‘+J

apx™

lim .l\ o

lim | —
| (n+1)2




Le rayon de convergence de la série entiére est [—Td

Le caleul précédent montre done que s'il existe une solution c’est lo sévie précdente. La réciproque étant une
sunple vérificalion en refuisant une dérivation fermes a termes le sujel a adimis le résullal .

Question 12

I2a)On a vu que la fonction exponentielle est solution sur [ de Ey. Cherchons les solutions sur la demi droite
10, + 00 en utilisant la méthode de variation de la constante, Elle sont de la forme y(x) z(w)e™ on z est de

I

classe C? car z(x) = y(x)e ™ est le produit de deux fonctions C2.0n a :
yla) = z(x)e”

y'(x) vle® + 2 (x)et

ylw) = zlw)et F 22 (w)e” 27 (a)e”

Si on reporte dans 'équation on a apres simplification par e* :

(B ool +28 +2)+(1—a) ' +2) —z2=0e "+ (2 + 1)z =0
Oni sail par le cours que le coeflicient de z(x) dotl étre nul . Sinon il fout reprendre le calewl. Comine on a foil
toutes les vérifications auw I on doit vite trouver Uerreur.

On peut intégrer sur R puisque le coefficient de 27 est non nul :

2'{w) = exp U J:l ) ac™" [ron a est une constante arbitraire.

On en déduit, en prenant la primitive nulle en 1 (le sujel impose cette primitive) la solution générale souhaitée

I,f‘ VW >0, £ a(2) = ae® Ilf it + Bt

a,Gv) t

oll av et 3 sont des réels arbitraires.
I2b)De meme six < 0

® ot
. . ‘
fovVa =0, f lr) = ae [ T(ﬁ et
) .
ol vy et § sont des réels arbitraires.

Le caleul est le méme . Vous devez rédiger plus vite . Les juslifications théoriques peuvenl négligées.
I2¢)Pour trouver une solution sur R il faut raccorder ces solutions en @ = (.

. ot , -1 ' . ”, _ . .
Or lm, g+ J'lf Lt 0 1 5= = &= et done &= est continue positive , non intégrable sur 10,1] . Un
raccord par continuité impose « = 0.

De facon analogue, lim, - _ij =t ~o et un raccord impose v = ().

Finalement les seules solutions définies sur tout R de () sont les = ae” avee 0 © T et ces fonetions sont €2
sur [ de fagon évidente.

Question 13

I3a) D aprés lo question suivante il est évident que Ey_ doit inlervenir dans lo réponse.

gy est de classe €7 sur B, Comme, pour tout o réel, fi(z) = étgy(—x), ona fi(x) = ¢“(ga(—a) — gh(—2))
et fY(x) = e"(g\(—x) — 20\ (—x) + ga(—a)), et remplacant dans () et simplifiant par Pexponentielle jamais
nulle, on obtient 'équation différentielle vérifice par g, :

203" (—x) — (1+ 2)gh(~2) + (1~ A)ga(—2) =0

en remplagant @ par —a: xy’ + (1~ x)y" + (A~ 1)y, ot 'on reconnait Ey_.

[ est solution de F_4]

On peut_vérifier pour A = 1.

I3b)

Drapres ce qui précede et Tunicité admise par I'énonceé a la fin de la question L1l.c, il suffit de vérifier qu'en 0,
la valeur prise par e fy(—a) vaut bien 1, ce qui est évident.

I3c)Pour p € N, ona pour tout x: fu(x) = e’ f1_,(—x) et on avu que fj_, était un polynome de degré p — L.

En particulier a(x) = (1t aje]eor lffif-"] (1 + 24 %“'2)“‘[
I13d) Au voisinage de 400, d’apres le 1.1.h, on dispose de

Jprilzx) fopl—x)
’J‘J{f‘ -i'.f1 ﬁv{ -‘“}

Or un polynome est équivalent en oo & son terme de plus haut degré done :

‘f‘u-{—'l “] N 1

2 fu(x)




Question 14 (pour information . Vous pouvez faire le caleul avee vos eonmaissances de Sup)

. T . 2 ! fi(r)
Le caleul fournit %{.i‘.y.:] %’—“f—"“ pmn‘ W=, Yy oz,
F 2, 2rfi (r) () —de fi(r) 350 . .
De méme S5 (v y. 2) (L Ly i f,t - 200 ot en sommant, on obtient le laplacien
B 7 r %a / 4ph/e
22rfa(m—Falr) Ar” fol () —dr 5 (r) 43 05 (1) IR -
de F, qui s’éerit: £= "213,3“ Dol frr— L ,/z (4 f (r) e f0r) = Jalr)).
2 pr g 3 Fan}
- .. . TP 3 .z fylr)H(ddr—=1)fx(r) .. - F T
Tenant compte de Uéquation (Ey) vérilice par fy. le lfcl])]&l(‘].(‘ll se rééerit; 2l _1,:#'; 2 et I'équation (P)
devient tout simplement (2M + 1) ’;J"'/'l 0 et est done vérifice deés que A 1/2.

2. Partie
Question 111

On a une intégrale de Wallis tr

Apres une intégration par parties @ I, Q—Eﬁf“ Or Iy — 7/2 done:

clussique. (voir les exos)

Question 112
II2a)L’application
P - (I)I'U{] et (sin(d))?

est C™ sur [0, 7/2] x B . Comme on intégre sur un segment il est inutile de dominer.
. 4 = Co . 2 +oo . P 1]
II2b)Soit » un réel fixé. Comme ¢ = Y 7 =5 pour tout z réel on a pour tout x réel et tout 8 < [0, 7/2]

o sin? @ +oo p™ sin?t g . 7
et s ')_‘”_0_— On doit intégrer par 1(11)]){)11’ A sur [[]. 5

P n! :
“ ah ng . P
Soit 4, (#) = =—5— .Les fonctions v, sont contimes done intégrable sur le segment . La série 3 ¢, converge
vers une fonction continue par morceaux..

s olis 772 00 Q_I_ﬂn <t 1o s senéral e série convercente. (S L x|
De plus j“ | I{r) dtl < 5= est le terme général d'une série convergente. (3 | — = e™/)
On peut done intégrer terme i terme, c© (‘at a-dire écrire :

+oo

/2 - 2p T fl)i”)
sin™ # et Z Tl

!
oo " Jo p=0

]
E. )
e R, o(x) / P ]
<10

remarque : Comme on intégre sur un segment on peul aussi prowver la convergence uniforme de la série 3 0,
sur |0, 5 Muais comme on intégre par rapport o € on n'intégre pas une série enticre,
& est tluuc développable en série enticre sur l; avee un rayon de convergence infini.

1 Do
I, /pl, qui vérifient la récurrence @ Iy 2”,,;] _,,,I'.\

Or fl /5 est la fonction développable en série (11t1(‘1c' sur R dont les coefficients vérifient ag — 1 et Vo = 1, a,

n—1
- 3 11,,,1 : ce sont done les memes coeflicients, & /2 pros.

coefficients sont les

o

fe € B ole) = 511 o0

Question 113
1I3a)La fonction a(u) = (1 — u)e® est O sur | — 0o, 1], de dérivée a'(u) = ue® . Elle est done maximum en
o = 0 et son maximum vant 1. On en déduit 17 111(‘0;1hh"

I‘J’u < lexplu) < Trl

II3b)Notons que comme = < 1, |e sin?(0 ]| 1 et la fonction sous le signe [ est continue : intégrale est définie.

Le changement de variable ¢ = tané est C'! sur [0,7/2] mais pas sur [(]‘5] d’on la rédaction :

T tan( T} —dt_ tan(T)
dt) - ' dt
J(x) lim / —_— lim / JA)E lim / —_—
: T—w/2\ Jo 1—xsin~f T Jo 1 r](?; T—a/2 \ Jo 14 (1~}
1 —_— T
———arctan (tan(T)v/1 — ) —_—
2 (V'l x ( L)y )) 21 —u

. . +- i
mais n'écrivez pus 10 TH(1—2}i2

II3c)La positivite de ¢(x) est évidente. La majoration est conséquence immédiate du ac

[P < T)

remarque @ contrile partiel de 113b.



2

. n — . . + 24 n2

113d)Pour ¢ € [0.7/2|. on dispose de sin” ¢ < 6~, et done, pour 2
auz changement de sens dans vos inégalilés)

Alors, toujours pour « < 1, on a:

o) = /
JO

On dispose done de la minoration souhaitée, ot

1, de asin’ 0 = a6? (< 0 done allention

€ —

Ce n'est peut-étre pas lo seule méthode.
TI3e)Grace A I'encadrement démontré au c., il est clair que ¢ est de limite nulle en —oc. Mais comme - —f—

n'est pas intégrable sur | — oo, —1|, la minoration du d. prouve que ¢ n'est pas non plus intégrable sur | — oo, —1J.
Question 114
IT4a)D’apres le L3.b. Vo € R, fo(x)

) done hix)

1 est palre

2f1j0(~a) = h(—x), et

Ainsi, pour tout réel x,

o)+ e Fo(—a)

e D a2 g
e x/2(2sin* 0-1) 4o

2 / 2o
- ch(=cos20) dd
Jo 2 '

2

/0 c'h[% cosu) du

| o

cos ) du

grace A la parité du cosinus hyperbolique.,

|f:(.:') 20 74 ch(z cos u) d'ul

On peut aussi partic du résultat . Dans tous les cas il faul comprendre gu’aucune formule de trigo ne transforme
sin(0)= en cos(dl) ef done qu'il y awra aussi un changement de variable ... mais ¢’est la fin d'un sujet des Mines.

£ 14t2 1 % Daonc :
nf2 2
[ cosudu =1+ —.
Jo 16

W

IT4b)chi E"'“ -

n=0 (2k)! Lan=2 (2k)! =

Yo > 0, k() _cosu) du = 1

On en déduit que |1““+'x hfx) | x:l

II4c)La fonction /i est clairement eroissante sur [0, +oo| car

<o <y=Yuc D7

o & oy - - ST . L
< 081l = Z oS . = o e < chi= cos 5 Do
.0 < 5 COS U S 5 cos 1 < chy( 5 cosu) < ch( 5 cosw) == hix) < h(y).

On peut aussi dire anssi { théoréme de dérivation d'un intégrale 4 parametre sur un segment que h est de classe
€™ sur B et que

5 L i
COS” U (‘h[; cosu)du = 0,

w2
) ' L
h(r) == / COS U ~;h[3 cosu)du et b (1)
0

ce qui conclut a la croissance sur [, +oo| et la convexité sur K de la fonction f.
On a aussi :

RO} =1 R(0) =10

il y a une branche parabolique verticale si & tend vers foo(I14b)

la fonction est paire

Laspect général (tres simple) de la courbe s’en déduit aussitot.



