DM 4 Correction

Partie 1

Dlz+yl® =(e+y|z+y) =(c|lz)+(z]y)+(y|lz)+(v|y)
= || 2 +2(x | w)+ ol

a) || Az+y|? = A2 +2X(z | ¥ J+||y|| =z [ pour mut}. Done le discriminant
est toujours negatif, c'est a dire : | x| y; — 1 ||w|? <

b) Il ¥ a égalité =i et seulement le diseriminant est nul c'est & dire 571l existe A
annulant || Ax + y|.

c) On applique le a) avec le produit scalaire ( f | g | = / flthglt)di
J0O

3)Ona plx.0) ("\" (z)— N2 (x)— ;"'.-'EELDE}) = {J car  est un produit scalaire.
Dione (e 0) = —%P\' (O ).

On doit avoir y(z,x) = N¥(z). Or :

olz, —x) = —plz,x) = I(WZLDEJ—W (x) — N - ) = —N%(z)
0
Partic 2

1) p est continue =ur [0, 1] done est bornée et atteint ses hornes :

Jwg,z1 € [0,1] /'v;r £ [0,1], plzo) € plz) < plx1)
Pa P1

et on a py > 0 car p = 0. Clest la méme chose pour g.
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2)a) Liv) € B (forme) et on a :
1 1 1
Lilu+4v) = f flt)(Audv)dt = J\f fltyu(t) dt+f Fltjw(t)dt = AL{u)+Li{v)
0 0 0

b) { u | v ) est bilinéaire d’apres la linéarite de 'intégrale et de la dérivation. La
symétrie est triviale.

1
(u| u}zf (uzitj—l-u’zr;fj)dt;zﬂ
1]

et (u|w)=0=%e[0,1], (! +u?)(t) =0 & cause de la continuité de et o’
et du signe. Cecl implique bien w = 0.

o) idem, sauf pour bu.u)=0= u=10:
1 a ] a
b[u.uj=f qu- +pu’c =0 = q'u“—l-jlaaf2 ED:~33HQEG
i

donc v’ = 0 car p > 0 done w est une constante sur [0,1], et nulle car
wu(l) =wu(l) =10

3) a) On applique (12¢) :

[ [
Liv) ‘#% f(t)2 dt \f% o(t)2dt < Ao
gl < (vl +o()?) dt

b} De méme
1 1
Blu, )| = q1 u(tio(t)] dt +m u' (' ()| dt
o0 < ar [ Juttreco] e+ [ @)

|Il 1 |Il 1 'r 1 'r 1
< g1 !f u(t)2 di !f v(t)? dt + py Ff u' (t)? dt ff v'(t)? dt
- \\’ i ‘# 0 ‘\’ 0 ‘\’ o

i

< (g + pa) [|ul|||2|]
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1
done vir) € VT f w'(t)2 dt don le résultat.
]

b} On en déduit :

1 1 1
2= (v +o(6)?) dt < tf Y(r)Pdr) 4 v'(t) dt
o = [ (02 + o)< [ [ oeran) o

1 1
et d’autre part : blv,v) = f (q(tjt-‘(t]ﬂ +p[t:|t'1(t]2) dt = puf o' ()% dt, done
o 0

3 3
o) 3 pog [ /@2 dt > polol®
0

b e

5) trivial puisque b est un produit scalaire.

6) a) u est C'! par morceanx sur [0, 1] 8"l existe une subdivision ag = 0 < a; <
o< an = 1de [0,1] telle que w est O sur Jag, a;0q] et w et o' ont des limites
finies en a; et a; 4, i =0...n — 1.

-1 Tyl
On pose simplement ((w | v ) = Zf w(t)v(t) + u'(t)e'(t)dt o ag, ... a, est
A

la réunion des subdivisions assoclées 4 u et o,
n—1

LR |
b) b{v,v) = 0 avec v € G = Z[ gl + o = 0 donc ¥i = 0. — 1,
i=0 23
R —
=0

@yl o o @y1d
f qu- +pv’® = 0 done f 22 = 0 done v est constante sur Ja;, a;,4 [ donc

ay S a,

20 '
aussl sur [a;, a;q1] puis sur [0, 1] par continuité.
Partie 3
Y e [0,1], %(e‘“u’(rj) = 2ngweos 2ngmx) (1)
u(0) = (1) = 0 (2)

mais (1) <= e *"o'(x) = sin(2ngra) + €. done u'(z) = ¢**(sin(2ngrr) + C)

1) Le probléme est {

on en déduit que

. . ' (o4 Bing iz e
wir) = '53‘}?1[ elatingmz o | =~ par 4 D = 53‘??167_ + —e*T 4+ D
v a + 2ingT cx
asin2ngrr — 2ngmeos 2ngrr O
— E:OI D E D + _e&I + D
a? + dngm? o



et avee les conditions (2), on trouve alors :

DT
C=—F—FFet D=0
o + dng 7l

done finalement

t-.,r:!i‘

ulr) = m [:1- sin(2ngme) — 2nom cos( 2ngmre) + 2ng ?T]

2) Soit v € H, c'est & dire O avee v(0) = »(1) = 0.

1
ble,v) = [ (q(u']u(;cj-L-[:J:J—|—p[;a:Ju’|{.rj|t-"(.rJ) dr
Jo ——

1
d ¥ e fr ..l' - .
= [D [(f{.rj + Ep[a:]u {r])u(lj—l—pu.]u (z)v'(a J] dx

1 1
= -('t?]l+] i{p{r)u’(.r}jv(:ﬂjda‘—l—[ p(x)u’(z)w'(z) da
o dx Jo

-

IPP
1 1 1
= L(v) [(.L']l-u’{.r]?_.-(.i:j : —ju- plz)u'(z)e' (z)dx +jﬂ- plz)u(z)v'{z)dx

=0 car veH

= Li{v)
On sait que (1) 4+ (2) a an moins une solution, done (3) aussi. D'aprés (I115), elle
est e,
3)a)
Jiu+w)= %b(u 4w, w4 w) — L+ w)
Liw)

1 P .
= E(b(u,uj + 2 h(u, w) +b|:w.wj|) — L{u) — L)

Jle) + %b[‘-‘.!.‘.ﬂ-‘j = Jlu)

"'h—\’.—ﬂ‘
=0

donc, en posant « +w = #, on a bien

Yvee H, J(v)z J(u)

| R ;
b) De meme, J(ug+ Aw) = J(ug) + 3 Ab(w, w) + Mb(ug, w) — L(w)). On a donc,
YAER: y )
5).253( w, w) 4 A(b(ug, w) — Liw)) 2 0
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en particnlier, lorsque A — (), en prenant 1'équivalent. :
Ab{uo, w) — Lw)) 2 0

done Bbiug, w) = Liw), sinon il v aurait changement de signe pour A = 0 on < (0,

4)a) On a w—u = (w — mw{u)) + (mw(u) — @), done par Pythagore, puisque
[w — ’-'TWL’-!IJJ | {?rwl'_u',l 21 z.r:] pour le produit scalaire b :

blw —u, 0 —n) = b(u* — T i), w— .«rw[u)} +b{'.'rwlluj — T () — u}

-

0
2 b(mw (u) — u, m () — “}

h) ="
bluw, o) =blu, v) + bluw —u,w) = blu,») = L)
\u—.v_l‘
=0 car (U —u)L v
f——-
LW

Réciproquement, on suppose ey € W et by, w) = Liw), Yo € W, alors :

b{mwr ) — e, e () — uw} =07
= b{mw (), mw () —2 b (mwe (), uw ) + Bl ey ) = 0

Limwiul) E-‘tL':’TW"f“]? Lfnw )
=L{uw)

done mw(u) — ey = 0 pulsque & est un produit scalaire.

¢) Onave e W, bluw,v) = Liv) = ve € [1.d]. bluw, ;) = L), soit, en posant
d
iy = Z a;ble, w;) = Lig; ).
=1

Ce systeme d = d a nne unique solution pusque vy = 7o) est défing de maniére
nunigue.

Partie 4

1) a) oy est continme sur [0, 1], ;(0) = (1) = 0 est ; est € par morcean,

kel
h) 8t plr) = th%(mj_. alors, en particulier, avec = = 3, on a : @(x;) = ¢;.
i=1
T
OUmn en deduit que Z tig; =0=t1=...=1t, =0, c'est a dire que la famille est

=1

libre.
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1
bl py) = ﬁ [qia‘h-mﬂw () + p(t )i (t)ee; itl] dt

Tiil
[ ["i"it]."-f:é“:"r?j“] +p(ij-§‘§(tw}fti} dt

L o P |
mais, ; = 0 sur [r;_1,2i41], ainsi que p;, done b, @) =0 (orthogonales),

2y a) 1l reste seulement A caleuler Blgs, wipr) et bleg, i) ¢

s = [ e (3)(5) =gl - T

Tibl 1 11 F—a{i—l}h{l _ E,—2c:h]
i, ) = —at g z = — —at =
blipss 1) [ ‘ &‘Ef_h.« L ceh? [f ]1-._1 ah2

L . | Y
RT

S 0 e s e . I Blerser )y + blpr, we)aa = L)
b} Le systeme (4] est i1 {E-‘[i.-'f‘zJ.fPl)L'll Mo, oo = L {igs)
= F—Euh _ : E_—ah(f—ah - 1)
g bigr,p2) = o et blwa,p2) =

aver b1, 1)
E_uh{l . E—Zah]
ah? '

On trouve pour le déterminant du systéme : 1 +e72" fe=228 £ (), done le systéme
est de Cramer.

¢
31 a) On caleule [ u'(z)dz = u'(t) — u'(y). puls :

¥
oy t
[ ([ u”ie]ld:-) dy = u' (#)(x; —x5-1) —ulzy) +ulzi_q)
Ty 1 WU

h
1 x Ty t I 1 ,—»—
L ) )= oo T
—u(rs )& — 1) +ulmioy )ir— .r:f-_ﬂ}
d’autre part, pour r € [z5_1, 4],

welx) =ulz_1)pi_1(x) + ulr;)glx)

oo L _ T—Ti—1 e T — T
-1 5) e (14+752)
=1
T pA
done w(z) — wuiz) = wlz) — wlr;_y) + H(1?§_13$ . u(rijl — (.: —h)
i
=u{z) —u(r;1) —'u(:e:z-j—'r_ i1 +U|:-£*é.—1ji — &l

h h

i



Omn a bien 'égalite.

a plusieurs reprises l'inégalité du (I12c) adaptée de la maniére

E 2 b
([fﬁﬂﬂﬁ)s:ffﬁfﬁ

vrale, meme 51 b < a

1 xq 1/2 , o, =, : 1/2
ulx) — u-‘n[.?:'}| o n (£=_1 % f-!’t) (L,_i(L,_i(fy u”(:]d:)a’y) cit)

b) On applique
sulvante :

b
glt)? cif‘

"

k. "

o [
sh1/2 alt)

1 x =, > t 2 1/2
= RVE (fm_i(/;!_i dy)/m_i(/y- U [:Jd:) iy dt)

d..

: 1/2
fu”[:]za‘:‘a’y a‘f)
u
3 i &
u”(z) n’) < hT f u”(2)% d=
(L L f (], “ere)

c) D'aprés le théoréme iondament-a,l d'intégration, on a pour = €]r;_q, Ty :

1 Ty t
u’(:l:}—u-‘:;[.?:}=—f (f u”{:}d:) dyy
h’ ri—1 u

Par le méme procédé que précédemment, on obtient :

. . 1 TI C %
|wwww%wn£M'f u’'(2)? d=
Tyl

4) On a:

0
ntl L, 9
= Zf [urfJ — tuﬂrfjj + (ur[tj - u:}[tj} dt
i=1 ¥ Ti-1

Al
:H‘--""A
]
e

=

[ 4]
HL-"‘":
i k=

z“-n

—

e

=

ey

_l_

=
Z‘-"“'-.
T 2

z“-n

e
e

e
R

=

L

n+1 Ty Ty 1
ngh3+h1f u”r:jgci:f dt < h%(h? +1jf u(z)? dz
i—=1 Fy_i Ty_q 0
h



Comme 0 < b =

[y
e

[l



