Dans tous le probléme, p, g et f désignent trols fonetions définles et continues sur
[0.1] telles que p est de classe O (continiment dérivable) sur [0, 1] et vérifiant

Yeel[01], plz)=0etg(z)z0

La partie 1 ne contient que des questions de cours. Elle est donnée a titre indicatif
et n'est pas a rediger sur Ia copie.

Partie 1

1) Soit E un espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire noté ( | } et dont la
norme euclidienne associée est notée || ||. Prouver que :

V(e y) e B 2z |y) = llz+yl* = ll=I* — Il
24 a) Démontrer I'inéegalité de Cauchy-Schwarz :

Yiz,y) e B |(z]v)| €

||zl

(on pourra s'intéresser  la fonection A — ||Azr + y||? de la variable réelle A.)

{x

b} Montrer que t,r]| = ||z|||jz| =i et seulement s1 {z, y} est une famille lige de

¢) En déduire que si f et g sont denx fonctions réelles continues sur [0, a] (ol @ est

un réel strictement positif),
< \/([ fit)® .:a’t) ([ alt)? dr).
Jo Jo

3) Soit E un espace vectoriel réel, N une application de E dans E, 4 valeurs
positives ou nulles et vérifiant ¥or € E, N(x) = N(—x).

[0 F(t)g(t) dt

- : 1 ; ; 7,
On pose @iz y) = 5{.-"&'2[.1' + 4yl — ."\'1-2[3:} - stty]} et on suppose que @ est un
produit scalaire.



Apres avoir veérifie que Nilg ) est nul (on Up désigne le vecteur nul de E'), pronver
que N est la norme enclidienne associée a .

Partie 2

1) Justifier 'existence de trois réels postitifs pp, p1, et g1 tels que
Vo € [Dll' O<pp € plor) < pp et glo) £ q1.

2) Soit H l'espace vectoriel réel formé des fonctions réelles de classe C'1 sur [0,1]
slannulant en U et en 1, c’est 4 dire ;

H= {u e C([0,1],R), u(0) = u(l) = U}.
Pour tout couple {u, v) de fonctions de H, on pose :
1
ul|v)= witle(t) 4+ o' (H)1w'(2)) dt.
(cl}‘[ﬂ(ut ()'(t))
1
B, v) =f (q[f]u(ﬂv(ﬂ + p[f]u"{fjt-"(f}) it,
0
1
Liw) =f Ffltiw(t)dt.
0

a) Verifier que L est une forme linéaire sur H.

h) Montrer que (uw, 1) — {u tf‘} est un produit scalaire sur H. On pose alors :

laell = o/ (e | ).

o) Montrer que (w, v) — blu, v) est un produit scalaire sur H.

3) a) Prouver, en utilisant la question 12¢ Uexistence d'un réel v positif tel que :
Yo € H, |L{v)| < +|v|-
b} Prouver de méme existence d'un réel & strictement positif tel que :
Yiu,v) € H?, [Bie, w)| = &l

1) a) Prouver, 4 'aide de la gquestion 12¢ que pour toute fonction v de H et pour
tout réel x de [0, 1],
1
vi(z) € .rf v2(t) dt.
0

h) En déduire que :
Yo € H, po|lv|? € gb[i-‘ﬁi’]



5) Solent wy et wy des fonetions de H vériflant Vv € H. bluq,v) = Liv) = blug, v).
Prouver que wy = ua.

6) Soit (& Pespace vectoriel réel formé des fonetions réelles continues, €1 par
morceany (c'est A dire continmes ef dont la dérivée est continue par morceaux)
et s'anoulant en 0 et en 1.

a) Montrer que (u, | '-'.-'} et blu,v) peuvent etre définies lorsque w et v sont des
éléments de .

b Vérifier que b{o, v) = 0 avec v € G, si et seulement si ¥ € [0, 1], v(z) = 0.

On admet que (u, 2] — (u | v) et (i, w) — blu, v) sont encore des produits scalaires
sur (¢ et on continue a noter || || la norme euclidienne associée an produit scalairve

(])
Partie 3

On s'intéresse aux solutions de classe €2 sur [0, 1] de :

d b L |\ f m — 3 -
Ve € [0,1], —2(pe)d (2) + alx)ulz) = f(z) (1)
vériflant de plus
wl)=u(l)=0 (2)

On admet dans toute la suite que les fonctions p, g et [ sont choizies de telle
sorte qu'il existe an moins une solution de équation différentielle (1) vérifiant les
conditions (2).

1) Résondre le probleme lorsque pix) = e {avee o réel non nul), glz) = 0 et

flz) = —2namcos(2ngmr) (avee ng entier naturel non nul).

2) On revient an cas général. Soit o une solution du probleme posé, clest a dire
vériflant (1) et (2). Prouver que :

Yo € H b{u,v) = L(v) (3)
En déduire que 'éguation (3) admet une unmigue solution w dans H .

i
3) On pose, pour tomt élément @ de H, J(v) = 5&!(5'.1-'] — L{v) et on désigne par
w 'unigue solution de (3) dans H.

a) En caleulant J{wu +w) avec w € H. prouver que
Yv e H, J(u) < J(v)

hj Réciproguement, soit wg un élément de H tel que Yo € H., J(up) = J{w»).
Etablir, en caleulant J(wy + Aw) pour tout réel A gue :

Y £ H, blug, w) = Liw).

3



w est done 'onigue fonetion de H réalisant le minimum de J sur H.

4) On désigne par W un sous-espace vectoriel de & de dimension d, de base
lwiligiga et par mw la projection orthogonale sur W pour le produit scalaire

a) Montrer que Yer £ W, h{rrwiu] — o, T () — u:l = blw — e, w — w).

b Prouver que wpy = mw () 51 et seulement =1 uy- est un élément de W et vérifie :
Yo e W, bluw.v) = Liv).

o) Boit (aq,...,04) les composantes de uyw dans la base (@il1gigqd. Montrer que
ces composantes sont solutions du svstéme :

d
vi € [Ld] Y blei,es)a; = Lig). (4)
i=1

Prouver que ce systeme est un systeme de Cramer.

Partie 4

Soit 2 un entier naturel non ol ; on pose h = et pour tout entier naturel i,

nt1
x; = ih. De plus, pour ¢ compris entre 1 et n, on désigne par o; la fonetion détinie
par :

| — a4

T € 71, %] = pulz) = 1- 5
T)

T & [Tic1, Tip1] = pulx) =0
1) a) Tracer le graphe dune fonetion o et vérifier que pour tout i, oy est un
élément de .

b} Soit W, le sous-espace de & engendré par la famille {¢;}gign.

ks
Soit ¢ = Z tim un element de W, Cuelle est la valeur de ¢; 7 En déduire que
i=1
les fonetions (@i 1gign forment une base de Wi,
¢) Pronver que sl |j —i| 2 2, by, e) =0
2) Dans cette question, pla) = ™™ (avec a réel non nul) et g(x) = 0.
a) Caleuler by i) pourl £ net 1 £ j = n.

b) Calenler alors le déterminant du systéme (4) lorsque n = 2 et retrouver que
dans ee cas particnlier ce systeme est de Cramer.

23
3) On pose wy, = Z ulx; )i

i=l1



a) Etablir l'égalité suivante, pour 1 i< n+4+1:

T xy t
Yr € [ri1, ] ulr) — wa(x) = %f (f (f U”[z)dz) dy) dt
e | Ty—1 u

b) En déduire, 4 'aide d'une inégalité donnée par la question 12¢ que :
1
. . _ a i W2 3
¥a € [2io, 2i], [u(z) — wala)] € b3 (f (u"(2)) de) .
Ty
¢} Prouver de meme que :
] I 1 ) 1 o e oan 2 4
Wr € [I@_1,I¢1’|H(IJ—UEH(:I:J| s;h’i(f (u (z)) dz) .

4) Montrer alors que :

Bh ! £y 2
||t — we || = ,.‘,42_, (f (u (3)] dz)
0

Chuelle inferprétation vous suggere cette inégalité 7

=

Appendice

Ce probléeme provient de la modélisation des wibrations de cordes fixées aux
denx extrémités. La recherche d'une solution sous forme dune série conduit 4 la
résolution d'un probléeme de Sturm-Liouville (partie I1T) ot u est le déplacement
vertical en un point d'abscisse x, p et g sont des caracténstiques de la corde et f

est lide anx forces appliquées a la corde.
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