Correction DM 3

Exercice 1 :

1
l)a)8i f €F, alors f f(t)? dt converge. Mais d’aprés Canchy-Schwarz, on a :
0

]

1 1 RN 1/
f|fr;f)|czfg (f ldt) (f f(rj.ﬂdr)

1
et en falsant tendre £ vers 0, on en déduit la convergence absolue de f flt)dt,
0

done f £ E.

La fonction nulle appartient 4 F. Vérifions la stabilité : solent f.g € F, on a
(f+a9)%=f42fg+4% Or ful fet ful g% convergent et toujours d’aprés Canchy-

Schwarz :
1 1 1 .
f|ftﬂg(ﬂ|dte§ (f fr;ffczf) (f gm-df)
0 i 0o

donc ful fg converge ains1 que f,jl (f +a)%
Pour Af € F, A € B, c'est trivial.

F est done un sous-espace de F et done & fortiori un espace vectoriel.
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Pour les questions suivantes, la continuité des fonctions sur |0, 1] est claire : on
n'étudie done que la convergence des intégrales en ().

1
. dt
b f 7o Converge = a < |
1]

! 1
f T converge <= 2o < | = a < 3

Yen 0 sint 1
) en 'Ouat_c:ﬂutc:_—l

c'est a dire v < 2 {appartenance a E).

2 0, done 'intégrale converge si et seulement i a—1 < 1,



. A
) sin” ¢ 1 . . .
De méme, on A5 ez = 0 donc l'intégrale converge si et seulement si

Qo0 — 2 < 1 c'est & dire v < — (appartenance a F').

2

_ | . .
d) Ona [(¢ — d’on la convergence absolue de 'intégrale. Cette fonction
/T

appartient & F et & F.
L N . . 1
2} a) La contimité est claire. De plus, on a fit) = ?(ﬁ — 1)-
V1 — 2
—en 0 : on fait un développement limité :

1t 2 t
(t) = —(— s t“‘) ~ L
fit) =25 +elt)) ~ 3
et on a un faux probléme.
—en 1, on a

d’on la convergence de l'intégrale par le critére d’équivalence.

Paosons £ = cosd, avec @ < [D. g} dt = —=infdf :

T 1 op1 , T sinf — 1
_L cusé[sinﬂ_l}mnﬁdf}:ﬁ cos f df

Posons maintenant u = tan o € [0,1], # =2 Arctanu, dff = _2du
2 1 +u?
T -1 d 1= r1
Thu u u u
=2f ———— —du=2 - —|d
f TR fc. At+u)(ltu) " j.;[l+u 1+u2] “

T+u?

qui donne la valeur én 2.

h) De méme, on a en 0 @ f{#) ~ fmt d'intégrale convergente, et en 1 :

I P—1 JITT
SO N 22

il v oa faux prl:lbléme.

2 2 1—x?
On pose x \l" Ldone Hx® +1) = 1 -z, t = qu € [0,1] et
2
4
dt = —7,,{!’:{'
(1+22)°



1 1—x? T
On obtient [ = f in T2 de = (-] =fn2 - 5 en décomposant le fn et en
o 2

. . - P oy
intégrant par parties le fn{l 4+ == ).

Exercice 2 :
1) a) On a deg Ny, = £ (famille échelonnée), donc la famille (N, ..., ! N, ) est hibre
(est une base car card{Ng, ..., ] Npl=n+1=dmE,[X].

b) D'abord, A{Np) = 0. Ensuite, pour £ = 0,
A(NE) = Np(X +1) — Ni(X)
1
_ —[(X SN — 1) (X —k+2) - X(X = 1) (X —k+ 1)}
g — == ——
X —(k—2) X —(k—1)
- %X(X—l]...(_‘( —I\-+2][X+1—X+k—l}

XX -1 (X —k+2)
- k—1)!

= Np_1(X)

2) AP +Q)(X) = (P+Q)(X +1) - (P+Q)(X) =
= P(X +1) = P(X)— Q(X + 1) - Q(X)
AP)X) A(Q)X)

et A(AP)(X ) = (AP)(X +1) — (AP)(X) = A(P(X + 1) — P(X)) = AAP.
Done A est lindaire. C'est un endomorphisme de E[X] car P € R[X] = AP €
R[X] (polynome).

Novande A :Ona AP =0 P(X +1) = FP{X) (égalité formelle : ¥X)

Si P n'est pas constant, alors P a au moins une racine zp € C (d"Alembert) et par
conséquent =g, =g+ 1, zg + 2, ete.. . forment une suite infinie de racines de P, ce
qui est impossible [degré).

Done P est constant (£ ) :

Image de A : TmA = A(R[X]) = A((No,Ny...})) = (A(N),A(Ny),...) =
{0, No. Ny,...} = E[X] (surjective)
3ja) Pour k=0...n, on a A(N) = Ny € B [X] done B, [X] est stable par A.
b) kerA, = ker A N E,[X] = R mals attention : ImA, = A (B [X]) =

(noter qu'icl la formule du rang est respectée).
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c) On écrit en colonne les coordonnées des images de Ny...., N, par A :

01 0
0
: 1
0D 0 0
A(NL) = N_y, ANy} = Ni_a, ..., Apyq(Ny) = 0 done A™H(N,) = 0 pour

tout k=10...n.
A™H ast lindaire et annule la hase (Na, ... Ng) done est nul.

d) Ay n'a quiune valeur propre a savoir 0. 8%l était diagonalisable, il serait déja
mal, ce qui n'est pas le cas.

4) a) Notons P = AgNp + M N1 + .. AN, la décomposition de P sur la base :

P(0) = AgNpi0) = Ag (car les polynomes Np, ..., Ny s’annulent en )
,lﬂllpjllO:l = )llAr\"'TD(D-J + .o+ AaNn1 ':.O:I =M
——

0
=1/ By T —
ATTHP)0) = Aa 1 No(0) + AuN1(0) = Ay
AR(P)(0) = AaNo(0) = A,

b) On procéde par récurrence sur j :

[ =0:A"P=P= (g) (-1)° P
1
i=1:A'P=P(X+1)- P(X)= () (-1)'PX) + () (-1)’P(X +1)

i [

ikl AP =A@QIP) =Y (i) (—1P+P(X + T+ 1)—

k=0 Kl -
-3 (i) (—1)HEP(X 4 k)

E=0



i+, _
AP =Y (z ! 1) (—1) P )~
=1

(17

I 3
= (j)(—ljgjpfjf + i+ l:l — z (': Wy :, + H:l)'i_ljj-l-kpl:jf + ;\')
Jom= ] S —_ —

ey ()
Lit1) LR

{

- (1Y P(X)

i+,
=D (“? . 1) (—1P+H* I P(X + k)

b .

. P R

¢) (i) = (ii) : on caleule AT(P)(0) £ (J’) (—1)i+* P(k) € Z.
k o
k=0 ez
=
T
(id) == (i) : P(k) “:32 A (P)(0)N;(k) € .
.'j=|:|\_\:-3_{

5)a) On avuque Im A = R[X], ce qui implique existence de la famille B;. On a
v aussi que ker A = B, done =1 une autre famille O vérifie les mémes conditions
que les B;, alors :

AB)=X'=A(C;)= B, - C; R
et avec B;(0) = C4(0) =0, on en dédwit que B; = ;.

h) D'aprés le da), Ba( X ) = z A (Bo)(0)N;(X) = BD_(DD)A-'D(XHa”r;l;._-\-'lr;x;w
7=0 pg-15 .
Ad-1i1)

done By = Ny.
De méme, on A(By) = X, puis, A(X) =1, A2(X) =0, done By = Na.
A(By) = X% et AXY) = 2X +1 = AXH(0) = 1 et AYX?%) = 2, done
By = Ny + 2N,.
Enfin, A(Ba) = X% AXY) = 3X2 43X +1 = AXYH(0) = 1, AKX =
6X 4+ 6 = A(X?)(0) = 6, donc By = Ny + 6Ny + 6]N,.

1 O & 2 — NEATTE [ i+ 1) — ‘-'1]: ( 1 — Bai0)
c)Ona ;ﬂa LZ_:D._"AlBg,IIlﬁ, > | Balk + 1) — By(k) = Ba(m + 1) — Bs(0)

k=0 télescopage

o



= Naim + 1) +6Ng(m + 1) + 6Ny (m + 1)

mim 4+ 1) mim 4+ 1(m —1){m — 2]
=¥—I—m[m—ljl;m—l—l,'l—l— I‘ i A !
2 4
mim 4+ 1)

=—0 [2 +4(m—1)+m® —3m + Q]. solt
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