Le probléme a pour but I'étude dun algorithme d’approsimation de fonctions
contimues sur [0, 1] par des polynomes.

MNotation

Omn associe & tout entler naturel n non nul et a toute fonction f contime sur [0, 1],
la fonetion polynome, notée f, définie par :

: = n Ey oo e i
vr e [0,1], f,;[.t,'l:Z(k).f(E) k(1 — )k, (1)
=0
(%) étant le coefficient du bincme.

Partie 1

Etude des fonctions associées & f:ri—=T

Soit nun entier supérienr ou égal a 1.
1. Déterminer la fonction polynome f, associée a [ dans les denx cas particuliers
suivants

a) fle)=1.

B fix)==,
2. f désignant une fonction numérigque contimue sur [0, 1], on note g la fonetion
définie sur [0, 1] par g(x) = x- flx), f, et g,. les fonctions respectivement associées
a fetget f ladérivée de f,.

Veérifier que : Yo € [0,1], Mﬁﬂﬂ"} =g.(x)—xf,(x) (2)

3. On suppose que f(r) = 12
a) Déterminer f,(x).

h) Caleuler  sup |fﬂ[:r]| - _f(.z‘}|_
re[0,1]



4. Déduire des résultats précédents que :
. iy ok NP5 e EE) ;
vz € [0,1], LZ_;(“‘) (E—.r.) 1 -yt = m—— (3)

Partie 2

Etude des fonctions f, assoclées & [ @ xi— &

Dlans tout cette partie, f, désigne la fonetion polynome associée pour 7 = 1 &
a
fraz— e

1. Vérifier que ¥r € [0, 1], falz)= [.1' {elim 1) l]n.

2. Déterminer pour tout = € [0, 1], " E;H}_ - fulxz).

G

. On suppaose que = €]0, 1[.
a) Ecrire le développement limité & 'ordre 2 en U de w — fn [.r{r?“ - 1] "
I) En déduire un éguivalent quand n— 400 de f,(x) — HH}I_ falz).
mn— O

4. Etudier les variations de la fonction i définie sur [0, 1] par
iPlr)=nin [.r'[elfa”' — 1)+ 1] A

(On montrera a 'aide du théoréme de Rolle que ¢ possede an moins une racine
sur |0, 1[. puis, en calculant o', que cette racine x,, est unigue. )

5. En déduire que Vo € [0.1], € < folz) < eTt¥(zn)

et que  sup |fﬂi.rj| — ET| % g_{g‘h"(fn‘! = 1},
re[01]

fi. Donner, en utilisant un développement lmité & un ordre suffisant de @z, ), un
équivalent de e¥*n) — 1 quand n — 4o0c.

La fin du probléme est
Partie 3

Convergence de la suite ( fo) vers f sur [0, 1]

Dans toute cette partie, on désigne par f une fonction numérigque continue suar
[0, 1] et, pour tout entier n € M*, par f, la fonction polynome qui lni est associée.

1
1. Convergence de ( f Talx) fE.r)
0

=l

1
a) On note, pour D k< n: I(k) = [ 21— :J’:]Iﬂ'_k dr.
J0O



Déterminer, pour 0 £ k < n—1, une relation de récurrence entre I (k) et 1 (E+41).

En dedwire 1, (k) pour O < & < n.

b} Caleuler, en fonction de f, f falx
Determmer lun f falz) dx.

2) Etude de sup |fa(x) — f(z)| pour f de classe €1 sur [0, 1].
re(0,1]

On suppose f de classe C'1 sur [0, 1].

a) Montrer qu'il existe un réel i > 0 tel que v, x" € [0, 1], on ait
|F(a') — F(x)] € K|z —a].

On pose M= sup |f(x]| Etablir :
xs[0,1]

o

My
Ya >0, Yo,z € [0,1], |f(z') — f(z)| € ka +2 .,L.l V¥

(On distinguera les 2 cas : [z' — x| € a et |2' — x| > o)

b En utilisant la relation (3), montrer que :

Va >0, Yo e [0,1], |fulz) — flz)]| € ;

¢} En deduire 'existence d'un réel positif 4 tel que :

A
&.up |falz)— flz)| = .
TE[ ﬂ
Ay
(On étudiera sur BT, 1a fonction o — ka + T2 8

Retronver amnsi lim [ Talx) dx
n—+og f

3) Vitesse de convergence de f,, vers f lorsque f est de classe €7 :
Soit f une fonetion numérique de classe €2 sur [0, 1].

a) On pose My = sup [f"(z)|. Démontrer que
ze[0,1]

M
Yz, z' € [0,1], |fu,'|—_f|{ — (2" = =) fr.1J| Tzra — )%

h) En déduire que sup |f.lz) — flz)] € —.
re[0,1] &n




