Initiation aux probabilités
Correction Examen du 12/12/2012

Exercice 1

On a 5 boites numérotées de 1 a 5. La boite k contient k boules numérotées de 1 a k.

On choisit une boite au hasard, puis on tire au hasard une boule dans la boite.

Soient X le numéro de la boite choisie, et Y le numéro de la boule tirée.

1. Loi du couple (X, Y) :

Y
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2. IE(Y) = 00
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3. Les variables X et ¥ ne sont pas indépendantes car : IP(X =1;Y =2)=0=IP(X =1)xIP(Y =2)
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Exercice 2 Soit f: at® si te[l;Z]
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0 pour x<1
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2. F(0=| f@dr= XT pour 1<x<2.

1  pour x=2
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Exercice 3

Une secrétaire effectue n appels téléphoniques vers n personnes distinctes (n=>2).

On admet que les n appels constituent n expériences indépendantes, et que pour chaque appel la
probabilité d’obtenir le correspondant demandé est p€ 10 ; 1[. Onnote q =1 — p.

X désigne la variable aléatoire égale au nombre de personnes obtenues au téléphone.

1. X~ B(n, p),donc IE[X]=np et V (X)=npq.

Ayant obtenu k personnes, la secrétaire rappelle une deuxieme fois, dans les mémes conditions, chacune
des n — k personnes qu’elle n’a pas réussi a joindre la premiere fois.

Soient Y le nombre de personnes obtenues dans la deuxieme série d’appels, et Z=X + Y , le nombre
total de personnes obtenues.

2.7 estavaleursdans {0, 1, ..., n}.
3.1P(Z = 0) = (¢°)" = q™" car chaque personne est appelée 2 fois avec un résultat négatif a chaque fois.

n n
PZz=1)=q" (1 jq"_lp + (1 jq"_lpq"_l =npq”"*(g+1) car on peut obtenir Z = 1 de 2 manizres

différentes : soit on obtient 0 personne (sur n) lors de ma premiere série et 1 personne (sur n) lors de la
deuxieme, soit on obtient 1 personne (sur n) lors de ma premiere série et O personne (sur n-1) lors de la
deuxieme.

Soient ke [[O;n]] etle [[O;n - k]] . On note Y la variable aléatoire qui donne le nombre de personnes

obtenues dans la deuxiéme série d’appels, sachant qu’il y a eu k personnes obtenues lors du premier
appel (X = k).

; n=k\
4.Y, ~ B(n—k,p)donc IP(Y, =i)=| . |p'q
[

=iIP(Y=i|X=s—i)><IP(X=s—i)

S0 el

N n! .
5. IP(Z = S) = <= -t s 2n—-2s+i
i —s) s —i)!F

S

_ Il! s . 2n-2s 1 i
(n—s)!pcl ;‘i!(s—i)!q

:ngpqu(n—s)(l_i_q)s _L j(l q )s 2(n-s)

etdoncZ~ B (n, 1- qz) : ce qui parait logique car chaque personne se voit offrir une deuxieme

chance et la probabilité d'obtenir une personne est donc 1 — q°.
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Exercice 4

Une usine fabrique des barres de 2m de long en moyenne. Soit X la longueur exacte d'une barre en
metres. On suppose que X suit une loi normale de paramétres m =2 et o~ .

1. Var(X) = 6> = IE(X?) - (IE(X))* = 4,01 - m* =4,01 — 4 = 0,01, donc 0 =0,1.
T= XIEX) est centrée réduite.M =0,2 et 198-2_ -0,2.

o(X) 0,1 0,1

IP(1,98< X <£2,02)=IP(-0,2<T<0,2)=IP(T £0,2)-IP(T £-0,2)

=IP(T<£0,2)-(1-1IP(T <£0,2))=0,15852
3. Soit un intervalle I centré en m tel que IP( X € I) = 0,9.
IP2-a<X<2+a)=0,9< IP(-10a <T <10a)=0,9

< 2IP(T £10a)-1=0,9 < IP(T £10a)=10,95
donca=0,165 doncl= [1,835 ; 2,165]

Exercice 5

1. Soit un systeme A constitué¢ de deux éléments en série de méme taux de défaillance,

A,(¢)=0,003t"* pannes/heure.

0,6

2
‘ 2
) Ra(0 = (exp (- 0,003x x| = (exp(—o,omg—Jj = exp(~0,01.4")

B

b) RA(1000) = 0,5321

2. Soit un systeme B constitué de deux éléments en parallele de taux de défaillance,
A,(t)=0,001 pannes/heure.
A,(t)=0,003 pannes/heure.

a) Rp() = 1 — (1 — 01y (1 — ¢ 0%
b) Rp(1000) =0,3994

3. Soit le systéme E obtenu en mettant en parallele les systemes A et B des questions précédentes.
a) Diagramme de fiabilité du systeme £ :

Rl Rl

b) Rg(t) = 1 - (1 = Ra(1)) (I - Rg(1))
¢) Rg(1000) = 0,7189
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Exercice 6

Soit (X, Y) un couple de VAR de densité :

2xy+x>  si -1<x<1 et —%Sysg

Sy ()=

N

0 sinon

1 f,(x)= [ [ (2ay+ )dyj I () = 8 X J1[_m] (x)

‘ 2
L= (2xy+x* Jdx|1 (y)={x2y+x—} X1 (M) ==x1c ()
(I( ¥ ) ) 31 3

2. fx () M) # fxAx;y), les deux variables aléatoires sont donc dépendantes.

Exercice 7

Apres avoir observé la durée de vie des machines a café, on a conclu que le temps de bon
fonctionnement suivait une loi exponentielle de paramétre A4 = 0,1 pannes/jour.

1. P(Ny,— N, =0)=e"" =1,407x107"°

—0,1x365 % (0’ 1 X 365)3

2. P(Ny,—N,=3)=e =1,140x107"
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